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jte.t 3 bf<frnitt. corte bet geftre Dom ©t&g* 



ten unb .Rleinften 






2 t er 2t b f <f> n i t t. 2tufgaben. . t . jf. xEi — 85. 
1. Ginen gegebenen SBtnfel in einem gegebenen ■Rrete'. ' ^ 

fo otg $>eripberie = SBinfet . einjuttagen, baf ’bie , 

Summe bet.Sebnyi »el<be abgefibnittene ©täcE«: 

Tisr - 



ber©<ben£el bcS gegebenen SBinfelä ftnb, «in Max. 



ober Min. »erbe. . . . 

2. Das yrobuct ber ©ebnen im cor. §. folt ein M«s. 

ober Mip, »erben. , . . _ . . §.17. 

3. Das ©tuet! ber ÄreiSsGbene jmifeben ben ©ebnen 

in §. 16. fott ein Max. ober Min. »erben. . §. 18. 

4. Unter allen flugelabfcfrnitten non einetlej Snbatt, 
benjenigen ;u beliimmen,, befren ipberflätfre ein 



Max, ober Min, (b. es M) ijt, . §. * 9 - 

b. Piefetbc Aufgabe für .fiuflelaugfdjintte. . . §. 20. 

6. Purdj) einen in ber 2icbfe einer Parabel gegebenen 
3?unct bie gr&iite ober f teinfte. ©ebne ;u legen. §■ 2». " 

7. Sn einem, burd; eine auf bt'e 2Ctf?fe normale ©ebne, 

'abgefebnittenen, parabotifeben ©egment, baS grSjite 
rc<bt»ipflicbte yarailctogcamm ansugeben. « §• 32. 

8. Sn bem 2tbfd;nftc (oor. §.) ba4 re<i)t»£nfli<bte <pa* 
raUelogramm 00m grbjjten Umfang ju befiimmen. §. 23. 
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g. 2fu« einem gegebenen $)unct «inet parabolifdfcen 8i* 
nie, bie grbfte unb fleinfte ©efme buref) bie 3f^>fe 
«u legen . 5. 34. ! 

10. 3n bet 9)erip$erie «ine« 4?albfreife6 benjenigen 
$unct ju beftimmen, für welc&en bet SBinfel, bef* 
f«n ©feitet bfefer $)unct ift, beffen ©djenfel aber ' 
bur<b gegebene fPuncte be 4 ®urcf>meffet8 geljen, 

= M j,b. $. M*x. ober ram.) ift. , . §. 25. 

11. JDie ©umme bet ©djenfel fm bot. §. bi« ju ben 
gegebenen ^uncten im iDurcfimeffet genommen, foU 

M fein / . . . §. 26, 

13. ®ie ©umme ffcret nuabrate foU = M fein. $. 37, 

13. Unter allen JCrei« » TfuSfönitten »en einerlei Um» 

fang, ben 00m grbfiten Snfiatt gu beftimmen. §. 28. 

34. ®iefelbeÄufgaben>ie§.aa.}ficbenÄrei«»2tbfdS)nitt. §. 29. 

15. Unter einem gegebenen SBinfel fdjneiben ft'cf) 3 

2fd)fen einer ©llipfe; bie Sage biefet 2tc&fen fo ju 
beftimmen, ’baf ber Snfialt be« 9>«roUelogrcmm«, 
beffen JDiagonalen fie finb, = M wirb. . §. 30. 

16. 3n einer ber ©eiten eine« ®reiect« ift ein 9>unft 
gegeben, man foll in ben beiben anbern, fünfte, 
ber ffiebingung gemüp beftimmen, bap ba« Drei* 
ecf, beffen Stfen biefe ^uncte finb, = M werbe, ? 
nsobei aber bet SBinfel be« »erlangten SDteiecf« 

in bem gegebenen ?>unft, ein beftimmter ift. . §. 31, 

37. 3n bet 9>ertpl)erie einer @Uipfe finb 2 fPunct« 
gegeben? inan foU einen gten ber »ebingung ge» 
miß beftimmen, bap bap SDrefecf, welche« biefe 3 
fünfte gu Scfen fiat, = M werbe. . 1 $.3*. 

18. Gr« ift ein SBinfel unb in bem einen feiner ©dfoen* 
fei finb 2 $uncte gegeben; man foll au« ifmen 
nad) bem ju beftimmenben ^unct be« anbern ©eben« 

fei« Sfnien piepen, beten SBinfel = M ift. . §. 33. 

19. ®ie Aufgabe §. 33. für ben gaH, wenn bie ZU 

nien pejraHel finb. . . . . 1 . 5, 34, 

30. ®a« gropte ober fleinftc -unter allen »ieretfen 
»en einerlei Umfang unb einem gemeinf<paftli<t>en 
SBinfel, welche in unb um fiep einen Ärei« be» 
fepreiben laffen, angugeben §• 36- . • 

21. 2te Jiuftofung ber Äufgabe S* 35- • • 1 §• 
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22. Kaf gegebenen Stiftungen in einem beftimmten 
Punct 3 Prüfte anjugeben, »elfe einet gegebenen 

Jtraft baS XSleifgeroif t galten, beten JEluabrat« p 

Summe aber ein Min. ift.. . . . . $- 37 . 

23. Unter alten JBierecten um einen gegebenen .Kreis, 

»elfe einen gemeinffaftlifen äBinfel haben, bad 
gtbfte über lleinfte ju beftimraep. * , . $. 33. 

34. Unter alten öierecfen non benfelben SEBinfeln unb . 
benfelben Umfang baSjenige anjugeben, beffenSn* 
halt « M ift. • • ^ . • * • $• 39* 

25. 3n einet. ebene »irltn mehrere Ätifte nach ge« 
gebenen Stiftungen. SDtan foll in berfelben ebene 
i»ei burf bestimmte fünfte gehenbe .Kräfte be* 
ftimmen, »elfe mit jenen ©leifgewift holten, 

beren Summe aber = M ift 5. 40. 

26. utt Äuflofung ber »ot. Aufgabe . ' . . §. 41. 

2 7. 3n ber halben Peripherie eine« lleiitern ÄreiTeS 
einer Jtugel, belegt ftf »om halten Punft h« s 
ab, ein Punct gleif f&rmig. SDtan foll ben punct 
in'feinet Bahn bejlimmen, in »elfem feine ®e* 
ff »inbigteit in Bejahung auf bie öntfernung oon 
einejn gegebenen Pol ein Max. ober Min. ift. §. 42. 

28- es ift eine gerabe Sinie, jwei Stormalen barauf, 
unb jwiffen ihnen ein Punct gegeben; burf bie* 

' f*« eine gerabe flinfe ju legen, »elfe eon ben Stör* 

malen Stüde abff neibet, beren Probuet = M ift. §• 43. 

, 29- ®ic Summe bet Duabratc, ber im uor. §. abge* 

ff nittenen Stüde foll = M werben. . > §. 44. 

30. $urf ben im §. 43 gegebenen Punct, bie ßttro? 
gu beftimmen, für »elfe bie£angente jebespunc* 
teS berfelben, bie Sigenffaft bet 8inie §.43 hat. $. 45. 

3t. Sie Surne burf ben gegebenen punct §. 43 ju 
beftimmen, für »elfe jebe SEangente bie Summe 
ber £luabrate ber abgeff nittenen Stüde = M 
maf t. .... . . • . §. 46. 

32. 3n ber Äffe einet Parabel ift ein punct gege-- 
ben ; man foll jwiff en ihm unb bem Sf eitelpunft 
benjenigen Punft jinben, für »elfen ber Umfang 
beS lugebbtigen gleif ff entlif en JDreiect S = M wirb. §. 47. 

33* Sn einer SUipfe, unter allen Parallelogrammen 
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mft einem gteidjen SBfnW, ba« griffe unb fleinfte 
ju beftimmen. . ; r ' . v . §. 48. * 

34. »icfet&e 2tufgabe> dfine ; ben fcflgcfeflten SBinJel. §. 49. 

35. Unter alten fpbärifdjen-iDreieden non einerlei 3n* 

$alt, unb einem gemeinfdEjaftlid^en SBtnfel, baSje* 

nige ju beftimmen, beffen Umfang =» M ifl. . §. 50 . 

36. SDiefclbe Aufgabe- otjne ben btftimraten SEBiiifel. 5. 51» \ 

37. ©« (inb 2 fpaiallettreife einer Äuget unb berget r, j.« 

eines britten gegeben 5 man folt tiefen 3ten bec 
SSeNngiing gemdf- beftimmen, baf bie ©ef>ne bef* 

fetben, beren gnbpuncte bie ®»rdj>ftf)nftt«putt«te .!< *. . . 
mit ben Baratt elf reifen ftnb, = M Warbt. §. 5«. 

38. £»iefetbe ’Jfnfgabe , nur fei bie ©r6fe bt« 3ten : 

Äreifes gegeben, unb fein fpot folt beftimmt «erben. 53. 

39. SDiefelben S3ebingungen wie -in 5.5a. ,< mir bet 
Jtbweinjung, baf ber SOtittclpunftS.SSinfel ber ©«$* 

ne = M werben fall. . " . §« 54. 

40. ®iefelbe Aufgabe wfe in §. 54.5 bed) fall bie 

©rofe unb ber fPot bcs 3ten .Streife« beftimmt ■ , • 

werben. . »• •• "■ • •' 55* 

41. Um ein gegebene« SBierccE bie grbfte aber fleinjte 

ßttipfe ju legen. ; . r. §. §6. 

42. Diefetbe Aufgabe wie in §. 36 für ein befonbete« r ; 

SSierccf. . • < '• • . * . . ;.n .§, 57, 

43. SSei einem 3feitigen fpriämen non gegebenem 3n* 
tjatt > s Neffen ©runbtbenen gleie$fcf>cnflicbte JD«ü ;C > . 
ccte ftnb, tjaben bie S5egräniung«.'@benen netftf>ie* 
berie SD3ertf)e; bie ttbmeffungen fo ju beftimmen, 

baf ber 2Berti) ber gefammten SSegrdnjung ein < 

Min. .werbe. . • . .• . §.58. 

44. Umcr alten Dreiecken non einerlei Umfang ba« 

©rofte p beftimmen . . , . §• 59 . ,ju 

45. Unterntten normalen abgefüriten Äegetn.non ei* 

nertei 3nt>alt, ben p beftimmen ,• beffen ISegrän* 
pngsflädje = M ifl. ........ . §. 6o, 

46. Sn einem SDreicdf ben fpunct p beftimmen, für f 
welken ba« §)robuct ber Siormalen au« i^n-auf 

bie 3 ©eiten = M wirb. , . v • t §. 61, 

47. 3u einer gegebenen ©Uipfe ba« grbfte ober ftein* 

fte Steietf 41t beftimmen. «... ♦ ..fi. 6 z. , { 
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43. (SS fott x,.jy ein Max. ober Min. werben, unb 



y a xu •+• u 2 xy 



jugteich X* + y 3 = a.xy f?in. 

49. gür weldje äöertbe oonx unb y wirb u ein Min . , 
menn b,lo$ .% ' ; • 

a(x 3 -fy 3 -f- u 3 ) = x 9 yu + 
gegeben ijl? . ; . . . .V . 

50. gür roeldje SBert|e non x unb y wirb 

u = x* + y 2 —r xy + 32 y ein Min.? 

51. es fei 4 Sin x = 3. Cos y unb 5 X + 3 y folt 

fin M. werben. . , . ■ . v .. . 

53. u a(>y +. y * .+ 8pc — .x 2 — y 2 — * 2 -fotl 
. ein M. werben. VV-. . * . 

53. 3n einer .Kugel, baS gr.bfte normte 5>arallelepis 

pebum |u beflinunen. ...... .... 

54. ®fe ©umme non 5 ju beftimmenbcn pofitioen 
3af»len a,b, c, d, e fott = ßSS - ; bie ©umme ii;rer 
6ubi ein M. werben, getner foll a:b = 3:8 unb 
o : d = 7 : 15 werben. ... 

55. 3 n einem ®ret'ecE ben «punct ju beftfmmcn, für 

welchen bie ©umme ber Sntfermujgen beffelben 
non ben s ieben ein M. wirb. . . . 

56. ®iefelbe Aufgabe fürs 25 ietecf. . 

57. SDiefelbe Xufgabe fürs günfecE. . 

58. es ift ein jfreis gegeben; maR fott um benfel* 

ben baSjenige ®reiecE beftimmen, in weidjem bie 
©timme ber ®urc&mefTer terjenigen 3 fid) unters 
einanber berü&renben Äreife, »on welchen jeber 
non 2 ©eiten biefeS ®reiects tangentirt wirb, ein 
M. ijt. • . . . . . . . 

59. 3n einem gegebenen ®reiecf einen gegebenen 3Btn= 

fei mit feinem ©chritelpunct an biejenige ©teile 
einer ber ©eiten, unb in ber Sage anjutragen; 
baji ba« baburch bejtimmte ®reiecE, innerhalb bes 
gegebenen ein M. werbe 

60. 3n jeber ber 3 ©eiten eines gegebenen ®reiecf« 
einen 3 >unct ber ffiebingung gemüf ju beftimmen, 
baf bas ®reiecf , beffen (ScEen biefe fünfte finb, 
ein M. werbe. 

• • * • • 

61. ®iefelbe JCufgabe wie §. 79. nur foll bet Umfang 

ein M. werben. . . . , . - . 



§• 63. 



§. 64. 
§• 65. 



§. 66 . 



§• 67. 

§. 68 . 



§• 69. 



§• ?°-^- 73 . 
§• 74. 

§• 75- 



§. 76 u. 77. 



S. 78. 



§• 79- 

§. 8t». 
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ба. Um ein gegebene« ®reied bi* fleinfte giripfe ju 

■ , legen. . . §• 81. 

63. ' 3n einem gegebenen SDreied bie grbfte gllipfe ju , 

befUmmen - 5. 82« , 

64. 3n einem gegebenen ffiiered bie gtbfte oberfleinfle 

gllipfe ju beflimmen. . . • • • $• 83* "> 

(Diefe föhne Aufgabe, nebft bem Song ihrer 
2fufl6fung, feilte mir mein greunb, $err 
D. Di)m mit). 

65. Urfter allen 83iereden »on einerlei Umfang ba« 

grbfte anjtigeben. . ' . • . • ,» 5* 84* 

бб. g« finb alle ©eiten eine« 4, 5 ober 6 Sd« ge* r 
geben; bie SBinfel fo s« beflimmen, ba£ bet 3n* 

halt ein M. »erbe. » • • • • ’ 5. 85* 
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,.n V.A X «WO 6‘U r - rr Is£ 

• £ »v *«*•)«* 4-i », ^ jj*‘ $ 



'■ ' i. ‘S * > • *; r fj V 1 . » *» 

1 * * * I > ,1 , * * 

' M * i’ J ♦ * • # ' * • >!• •-• i » i* 

* y. *i i * / *• i l • - * * r " 1 

j ^Ttt 3 *• ' •.'- v ^! 3 £j : » fr u, * fi^ t ' 

:>:• 1 v" «’fi» *»!« t, :i n; v tf,: • v- 

, ^ ** * 

• 5 ' v 

^^eorle ber 2 e§rt öom ®vb$tew un& £kfng€n> . 
in gebrängf« UcGccßc^f. 



ßcjitnunun^ cincS Max. ober Min. bei entroitifeltetT 
>- 'gunetfonen limj&bängiöet S&aria&Un. ' ' ' 



■ £ ;••' j ' :ct 



• -*ii «* • » 



§• i» 



3 >(? u ±= > X, fb ift ' 1 • _£ ^ 

- ► .i . VoM " / 1’ x 



. . . * ^ „ 

* i •' ‘ '* 4t ).a “ : 'i > 

y(x 4 'k) = 9 jx + k. 9 , x+ — + 9f) n x + ...* 

^ (8/ v n l 

wodtme»!! 46 . 3 . 4 ,**«^ imfer(n) $u Dirken fff* 
C^ 25 .. f w<lner 5 ioal 9 M) Snfafern dx — t (ft, fo taun 

“ 11 11 * ^ ’ ’ * ' 1 4 ^ r i ti v * ' 

mölt * 5? x ober du, au« eben fot 

für tp "x ober d*ipt, ober d*u, au# ^a. f* »♦ enb* 

t - 4. , t 

I(c& fär r P n x t>6<r d ri yx ober d n u, mtc& f<$r*l&ett> 
wb o&fge £aplbrfd)e 9ief&e fo auSbrätfeni 
.i + k)=u + k,— + _,^ + . 
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3(lu = y (x, y) unb matt befrachtet y al« cotx^ 
ftant/ fo &ai man oa$ f. i; \ 



d 3 a 



♦ ♦♦♦ 



. , . , , , , da , k? d 2 u , k 3 

«)¥(* + k,y)=u + k.— + 

©enft man dh nun au$ y berdnbedi#, unb fegt y 
+ r ftir y in u fo witb au« u, bann: 



* du r* d 2 a r* d 3 u , 

2 ) 9 )(x,y^r) = u+r.^+-, r ^ + ^, r ^ + 

d u ' d (j> [x, v) * 

€b«tl fo wirb au« ^ ober dx bann 



♦ ♦♦♦ 



j du ^ d u 

rtisSa+S^ü+^+S * n 



d x 



d x 
d 2 u 



4 dy r (2) * d y s 



f ■ 



__du 

dx f * dxdy 
d 2 u 



d*U 



+ 77 



d* u 



. 

T {*) 4 dxdy 2T ( 3 >dx.dy 3 



♦ ♦♦♦ 



Sann, au« A ~ ober — Wirb eben fo: 



4) 



d 2 ip(x,y + T ) d 2 u *, ' d*u , r 

4-r, ’- L - 



dx 2 



dx* ' *dx 2 .dy (i) * dx 2 . d y 2 



d*u 



U. f* t». 



©ubflltuirt man nun bfefe 5Bert$e, welche aut u, 
u. f. w* fn i, bann werben, wenn y 

dx dx 2 dx* , 

in y + r äbergeht/ in bie Sleifce i , fo erfcält man 

> 

5 ) ¥ >(x + k ,y + r) : 



du , du 

Ju*f k.— + r»T~ 

dx ' dy 



k* d 2 u d» u r* d 2 u 

+ T 4 d^ +k ‘ r 4 d^ + w*d^ 

d 3 u . k.r 2 d* u 



k 3 d 3 u k 2 .r 
T 7T\ ♦ TT "T 



k.r 2 d 3 u r» d* n 

^ ~7~ ♦ j _ a .Ti r 77 \ * 771 



(3) 4 dx 3 r ,(a) 4 dx* . <ky (i) 4 d x . d y 2 (3j*dy 

+ U* f. W* 
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•ft J>« in $♦ a. bie fßertgt bon k unb r ganj toiff« 
fflgrtieb finb, fo farm matt aucg r ssn.k fegen, bann 
berwanbell fid) 5, In 

, 9jCx+k,y4-nk) = a+^-fn.^.k 



+[{. 



d*n 



d*u 



, » ■ ■ , n* d* u*1 , _ 

'd x* +n * d7d7 + < 2 ) * dyj* k 

ttnb eö fatm (nach $. 7 meinet 8na(pf.) alfo k Immer 
fo flein gettäfrlt gebaut »erben, bag jebe$ ©lieb bie# 
fer Steige 00m aten ab geregnet, größer »trb, wie die 
äbfolute Summe aßet folgenben. • 



3ftu 



» $* 4. 

9 > (*f 7/ z ) fo ergdlf man ®le tn $. 2: 



V(*+k, y-f r, *+t)=3u-f k.^ + r*^-f.t. ^ 



i*d», 



( 1 ) d x» 



+ kr 



d* a 



d* u 



dxdy, (a) dy* 



+ kt 



d*ü 



d* 



dxds"^" rt * d y de 



r t* d*u 

+ (äjd7» + °* ^* W * 

unb b« Sag $.7 meiner Knalgf. gilt atteg gier, b. 0. 
man fann k ober r ober t immer fo dein beflimmen, 

bag k ~-f Imraet größer »leb »ie bie 

abfolufe Summe aller folgenben, ober aueg: big b(e 
Summe ber 6 folgenben ©lieber größer wirb »ie bie 
abfolnte Summe aßer naeg biefen folgenben* 

; ^ * 

©4 iß leicgt, bie bi|$erlgen Süße auf bier ober 
notg mehrere unabhängige aSoriable auftjubegnen» 

21 2 
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*!; 3fl n = qu* fo vH n*n eit 'biejefafgtn EBertfre ton 
Ttf bett §iu«brucf u ja einem Max. ober Min. machen/ 
für welche entweber ui (< i „t- „y t it*o- 

’ I l <ni j^ is ?p oj.obet f- j »ä 



« , d u , , -* • ’’• , l 'i 7. ii sr * 

flten« -3-^= oo wirb* - . i. 

ax i. . ' • 



,1 , 
‘*J- r 



Tli SÖie ÖBeitbe b : ö‘rx,ttel$e au« “ == o trtboW 

S'.. c n.J .c.-S'; . . ? .vc-jmi' i : ; v* 

fielen / liefern ein Max. roenn für biefe $©ert&e. 



« • • **> •• v 



negati», ein Min. aber, n>enn pofitib wirb, €r* 

d^ * ' ' 

giebt '(U& «bet;för bie au« ~ .== 'a;, &erßorge|e ( aben 



.i » 



I» » » 



’ ' . f » ^ 2 * » 

SEBertije oon x, $ua für y^-fo fSträen ble gefunbene« 

‘SBerf&e »m» x nur bann etn Max»' eben Min; liefern, 

u <h ti' 

wenn für fie au$ ju $uü wirb. ©ie geben ein 

' , 1 ■ 

• d*u / 

M»x. wenn ffir biefe SBert&e mm*,. ^ negatte, ein 

» d *^ U - • -1 *! ! •.*>• ': ' t v '1 

Min. wenn — pofiriö wirb, u* f. ro. 93eielcbnet man 

• '.<?#. ? *,.* * v. iv r r - < ' . '''••*•; 

ble ÜBertbe öon x, weldje au« ^ = oe fl# ergeben, 

t .7 - 9 , rJvR'V'ytl* Ua '_i 

burdb a , fo*raug man, ura ju befiimmen , ob fie eit* , 
Max. ober Min. liefern/ .fowö&l, y.fo + p) al« y (« 
— p) enfwiefeitt, unb au« benSlefulfafen beurf&eilen/ 
ob befbe fleiner, ober beibe griger n>ie ya finb. ©er# 

* . . * . - » f * *' * r * >,* A g * j £ •* « . f - . 

feibe Saö triff ein, wenn bie au« — erhaltenen 2Ber# 

• - . S-* J "-vn {.. j." 
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tu ton x/’ffir trant&tie& grog, XUfrrti* (M8 bi* 



ii. 



54 meinet Soa(pfc)« * x ? m 

ttnu^^c.ut ' f«0. fi& 7k- v. Ai | *'.| 

'K*'i «;«.•>* #<** \«nf8<l6i*' V11 * t*V| (£ -$ ::ca 

2)fejenigen2Berf&« eon x unb y ju 6e|NttttiUtf, ffie 
welche u ein Max. ober Mih.rfefirffcnn; wenn Mo* u 
?= tp (x, y ) gegeben iff* i>r • 2 - -- ^ 



fi •'*»*# r*f^n 
■* **♦ < 1 # J • <# 



” • WufIßfnngV 

fft«C$ $i.2 f(l «• ' t '■'■ "* i - J 

<pk + k / y + r) = u + k.^- + r.^— • 

, e „.•***. 4- * a > r. 4 *; ar-ö a::a v|J# 

_ 1 K* d 2 u 1 ' d*u X 2 d 2 n 

HäSt’ ’ J u ii<y % 



, , , \ - , a n an \ ■ 

» Cx +i<i *79 =ja 

p:a?« a>nl> aifjjci ; 4 . HA 

+7-^~ kr *d^ + 7 4 T^ + 44 + v; j, , f 

f -Vf Hüfn jj 

£•0« '] £■ ■■'■ ,>&&.?» ?*::. 1 • dy ipnb as « -r±.rn 

. k» d 2 u . ,d l a . r 2 d 2 u» *• 

^ ^ 7 ♦•dt?’*'* 15, ÖdJ + 7 *'dv^- 4 4 ‘^ 

, . _ , du di. i 

.f(x-k,y_r)=u-k— -r_ ^ * 

, k 2 d 2 u , ^ d 2 11 , i 2 d 2 & 

• + 7‘5!7 ¥ ? ^räT?ftf«:|.Jat lim 

JDenff man fid) nun k ober 1 r fo'ifKeitt/ .rcie 5* 3 

«ietfcrbee, fo wirb icbet tiefer *t>1er 9lu$ötöcfe 
“ ~ - f f d u 

nur taff* jcäfjec wie u, wenn g- =^.<\ ri w:b ^ 

= o unb jiigiefd), ftTt bi« audibiefen beiben ©leiden« 
tjen ff£b ; 'ergeben&en SBert&e bon x unb y, twtfitim giieb* 

tk$i ; fu$brucf j • r « j ' ■■ rv v X ,{ V} 
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I» 1 4*u . . 3* u , r 2 3 ä tt 

S= + kr, ‘ J— 2 Obe» 

• dx* ““ . 3xdy * a 3 y a 



V. v 



Sp= A . k* + B k r 4 - C r* ^ 

ffl» |ebc ©ert&e bie man auch (mit SBerficfPcbfigung 
bon $.3) für k unb r fegen mag/ boeb immer pop# 
tit> wirb* 

gär r =* 0 wirb aber 
S rs A . k 2 

alfo Ru» bana poptib, wenn A =» -f ip t 
gfir k = o wirb ferner 
S = er» ' 

alfo nur bann poptib, Wenn C ^3 4- lp. 

gör anbere ©ert&e bon k unb r wirb nur bann S 
aßemal poptib, wenn, abfolut genommen, 

Ak* 4- Cir* > Bkr, b. &. Wen» 

Ak» + Cr* — Bkr =3 Irgenb einer poplfben ©ripe 
P wirb» 

(2g mug alfo auch für benjenlgen QBertb bon k 
welcher p ju einem Minimum macht, benn hoch p noch 
poptib fein. SDiefer ßBert& bon k ergiebt fleh ober nach 
$« 6; ärmlich 

, » Br 

k = iä 

ttnb inbpifulrt man btefen, fo entpegt 

4AC-B* 

p = ___. 7 

€« wirb alfo p bann poptib, wenn 4 AC — B* 
= poptib lg. ©affelbe Siefultat entpebt, wenn man 
P in $eilcbung auf r )u einem Älefngen macht. 

€« fp folglich u sat <p (x, y) ein Minimum 
ffl» blejenfgen Sßerthe bon x unb y welch» 
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I 



» 

an« ben 2 ©lei<$UR*«tt 9, «ab £ o 
f|<$ ergeben/ »enn|ugft^Mdt 6Uff Ofrl^t 
ben Tirnb y ■' “ '* * ; 



h -w 



d*a 



rten« A ober ^ «= 



i 



» * i * * *4 



atenö C ober j 4 «= pofUfy, 

V , d* u d«a r d»tt n» 

5 ten*4^€-B‘ob« 5 ^* J ~-[|7 r ^J — P°f u 

tit> wirb» ._ . ; f . yt r 

€5en fo rönnen nur för biejenlgen Böert&e »on x 

nnb y, för »tl<$e 3“ =* «* 7“ Ä 0 1 *** l<i ^ 

S negatfo »trb,, obige oierSluJbrflcfe Heiner wie u »er# 
ben. €« fann aber för febe Söert^e bon k unb r, 
nnr bann 1 

S =r Ak* + Bkr -f Cr* 

{ferner negatlt) »erben, »enn 
A = — $ C = — unb (ugleitb in abfolufer .£>lnfi«$t 
Ak* + Cr* > Bkr, ober, »eil blefe SBeblngung 
mit bet färöÄleinfte fiberelnflimmt, wenn 4 AC — B* 

= 4- ’ , 1 V " 

(Bi ijt folglf# u ein Maximum för bie# 
fenlgen SBertfce »on k unb y welc&e au$ 

^ = o unb ~ fi<$ ergeben, wenn |uglel<$ 

för blefe ©eri&e »on x «nb y 

xten« ^ = Rtflatlb 
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• Ü2J« il’K’i Ml ' ■» b * , * . , , (iiv 

vmi , . 

, . ' TV. . • ♦ 

<? i »1 S\; =3 ~ _ -l txh' A batjj 

Su/afi* „.i, 

§fn6ef man fffr bJra&ertjJe t'o*xiHtb y/ fcbefc^c 

***%r^<% J 7 3 ^.»»»to 

«toll einem »Mieten SBrrlt; ater = 4 } Viic — 

Arao- 

wi$t potfdi» werbe» fontv-tteber elrMai] nö# ein 

*Wfc 

<e noep unbeliimmf, ob man ein Max. ober, ein. Min* 
ober feiml/oon bett>et? ftefynJbw ^.^tUife.'sBeurf&el* 
un 9 f;<Sngf bann na# $f U 4i ö0 Hsf*f 3^n.ui»b 4tM%6* 
MUm an.ab. v Sie ^i^e-jjlnVerfucjung' fä|>rt ab# 
fl«f bie Slußöfung beri^itei^n <;ubtföen ©Übungen, 
wnb erfc&eint (n ffffil* 

lagrange in feinen analst* Functionen ber 21f$f%un,g 

, w - .'■ 

■’ •• • * '•'- ^ 1 ' a 'C ^ »' *%c? $< }* Ti ,]ß n: j. j .,"i 

»e* 



IT * 



£ii aj ir | an*« * t m o ■ -— 

Mtftmrn SffitWte Mt 1, V, '* ,, teiLi*», ffc 

•H ■ - «* * . .v 



welche u ein MaxVobei? »lift? feft Jawif wenn 6Iod* U 

~ V (*/ y/ 2 ) gegeben iff. ■* n-*» 

^ - - .. fcr.U 

’ SJufUfun^ 

£ks*ic&nen \r, t bie pQßtim, Qb«r negativ 



i 
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/ 



Ul 



£i, töte In 'V.V ^ 

V norffif fWcfce ®ett&r^on'4v4> z «in Max. aber ' 

4 . „ ' , i f* * :-n 

Min. fefn Jgnoy:. .meldet aji^be^ 2 ©leic&ungen — 

= °»^ == o «±» ib fü^>%r|Wfif/ «nb ba§ a 

tla, ^*nn /$ ^ bßfc affunbenea, .S^ert (je 

»iy^Ä , UU» ; ; r»« * 

6 ?'* i S5?+7it d T-; + kf.'STj;U 

+a.'£?W V.:- - “ i W; 

5 4’i*i -fr '&*■$&$& -f 

mm.tt $ö&§o; 1 [G.r. .1 * C J c±*iCi’-O/V;0 1--1 




len mag. ,. , . . 

* JRImnW .man n^n »on bin ^nberun&en ^.lyt (ms 
täte je 2 unt> 2 ] gtch^ ^otf> fö J rötrb /. 7*' 

» < für r rr o unb t == pj *$ = A£ a 

>v ; ■* * “* V ' ■ • Sty<-> v;:;m ?::; ; :n.i 

V 5 *“$ MM 

+ ■; C = + unb F = + fff; « Wut 1 ian^fdhn.s 
immer negativ fcin , • »ci|n- & = 3 . -tn^:Q = — ! 



^ S ’“ T * i^* I? * » \* * ;i*$8 :.i u:tn 3- •’•« . 1» 

.. 3Hmmt. man aber t^n beji ^ ^enberungttt k, *, t ' 
immer nur eine gleidj Shiff, bie beiben, anbcri) optg 
gleitb be$eiibnet r ,obeF'«nt0<&eri&ffe$t, fo wirb ^ 

fut r = 0} S c= Ak* + Dkt -f- Ft*- C( 

? fÄT bi = 05 $ 3 =Cr* ± Ert + Ft*V 
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^ IO 

. ‘ * • .» -1 

»oft mtf leben blefer 3 Sluibrücf« fließt forc»f>l für« 
©rißfe alv füci fileinftt tvle in $♦ 7 , «in« ocne Sc* 
bingung, neralltß : 

- aui bem erßen 4 A C ■*- B* es + 

1, j.«u« bcm sten 4A.F — P*==-f unb - 

, • , . ani bem 3tc» 4CF — E»«-^ 

©u4)t man enbll# für jebe beliebige Sßert^e, »et* 

<S)e man ßdj unter r unb t benfen mag, benjenigen für 
k, ber S. |n einem Äielnßen mad?f, fo «rßdlt matt ble* - 

Ü t ' - * * “ . 

fei k s=s, — A -— unb feßt man blefen fCertß für 

k In ben erffen ßluibrutf, welcher S barßeDf, ff entße&t ’ 
S = A [^(4AC-B a )r*±2 [2 AE-BD] r t+ [4AE^D*]t*]. 

5Da nun aber, bermSge ber erßen 3 ©ebingungen, bai 
/ Selben bon S mit bem ton A überelnßinunen muß, fo 
i ' muß auch not&wenbig 

G=(4AC — B*) r* + 2 [2 AE — BD] rt-f£4 AF — D a ]t* 
cNr 1 ± M. rt + Qt* 7:1 
immer poßfib »erben, »enn ein Max. ober Min. ßatt 
' flnben foß. €i muß aber fomo^l ber Coefßctent bon 
r» o(i ber bon t 2 , ber 4ten unb sfen ©ebingung ju* 
folge, poßfio fein, ba&er »Irb P nur bann poßfib aui* 
faßen, »enn 

4 NQ *— M* noßiio »Irb. 

©ubßitutrt man ble SBertße für N, M unb Q, unb 
rebitcirt, fo iß bie feßte ©ebtagung fowoßl für« Max. 

1 di füri Min. 

A[4ACF— B*F— CD 1 — AE*+BDE]=+ 

SRotßt man S In ©ejie&ung «uf * i« Äleinßen, 

> fo «utßeßt 
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C[4ACF— B a F— CD* AE a 4 -BDE]zr-f* 
unb wenn $ in 9 e|iebung onf t ju einem Min. 8t* 
macht Wirb, fo ergiebt ftc& t 
, F[4ÄCF -B*F— CD* — AE a 4 *BDE]=-}-. 

JDfefe 3 gorberungen faßen olfo in eine infam« 
men; fie bejliramen nemltcb, tag ba$ Seiten non 
4ACF+BDE— B*F— D*C— E*A 
mit benen non A,C,F, übereinßimmen rang, wenn ein 
Mar. ober Min. flatt ftnben foß. 



goßt man baß bisherige in biefem $. jafamtnen, 
tmb fubfiitulrt sagtet c& bie 9 Ber t&e für A,B,C, D, £,F 
, fo bat man foigenbl ©efefce: 



I. €8 wirb ub 9 (*,y,z) ein Min. für bie* 
Je nt gen ffiertbt non x, y, z welche au* bea 3 
Gleichungen * , 

da du ' • ' T 

r- = °i 7- = 0} -r- = o{ 

c« d y d,*- 

bernorgeben, wenn für blcft gefanbent« 
SBertbe ' ' 

d* u 

*> d? = + 

*) 47* + - . 

d^U 






o 



„ d*u d*u r d * u i*_ 1 
4 ) d 7 ’*dy»~ Ld*. dyj ^ + 

d* u d* u f d* a , 

V dT»* dm» Ld^dTj ~ 

d*u d* n f d*u , 

6) dy**d~ii Ldy.dd 23 *;. 
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4j*a~ Ü*n ~W*Tr~ itKix — v ||a u rd$ u -li 

slr- «ta&d Xw’.^ ®*if V^ky* <W äx^ljdyjy 

_ Ü^i 4 f Jl!Ll * __ d _l* -IE 5*S3 

J- • 4 fr, L^f *« J. ‘l* a /i«MyJ -, T. -> -X 

fi<Q ergebt. 

•Hirtttt tth ai c)tu «3*fi u^rHmfcc^ £ V}ii<5 

ß ,9! fr* 3* l) M* 

tiefe ni a e n 3 B>m? t &e, v b s>K*rliH ® tlÄf au$, ben 

ii% Sn s;r.ö ff ,H 'J y h mv «>!r»4 Hfl* 



«I u d xi 



= OJ. 



j — v r j, «k öäj » <>•; * uklfl 

^V gefanbeden 
fäertfye ,y i s|w^ fehlen, f <i» .- 

*3 ; tf 1 ?t>] -liilu fl } » (s^,.) ^au U3i4tf hJ .' 

£a> j&3tr ±a -*«U i a « £,7 v x i)o(njhi^ n ? q l n > t 

y * ÜV£ , ii * 

ub tt % i»I>. ' 



. d*u 

3 dz* jrt =3 — ;o 

d* u d* u * P^d 2 u 



iO 



d*u d*uW r‘d*u-p 

^ .rF inj i « , R i £ a i r ■< * ; > <) 

_ N d*u d* u r* d2u T_ i aCmttS 

5 ' d7* • dT* — Ux.dzJ “ T 



• «*fc , 
+ :J ;,i '- 1 



n * ■> 



d* u d* u P d* u “] 1 ' . - 

® d^** dl* ~ L^dlJ ~ ■" . __ ...-., 

^d*xx d*u d»u x _ d® u d* u d* u a a u f“ä®k , *f» 

^ dx*’dy* d z* dxJy* dx di‘dy de d jq.® [_dydzj^ 

d*upd 2 u~]* d® n pd*H~J3 fi i .'> ' 

“ <rp Ldx dzj '~JT7* ; P. J’ ': - ^ . 

fiel) ergicbf* ’ ;_c : * - J' 

» •* * ■ »" mSJ^ "1 |, : , * 

Sie Sebfngungeti */ 2 unb i fofleft Me bet et* 
flen gotra, bie 4, 5 uitb 6. foßen bie bec Utti 
%ovm> bie 7 foß bie bet 3U* go*m &ii|eiu. » ■ 
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41. M 



JL 



iSr 

, tH& taiiM tl<J oUß 

> • s UT ‘ :x "i*' * n 

sw w WhUi)& 

rlgenUneerfiKbangen -auf 4/5 unb nod) 'ffle&mc utiab* 
ftiägfge feirft^ u lti^abe$teifv li3 « •* 4 '■' 1; 

SKan er&dlt für 4 , 93arta6le fc bie Slnja&l ber %t* 

blngungett r *~ 

»ott ber iten gorm == 4 = 4 r 
-y-’“.: ‘ ^ra^iten gornr *» T 6 .n. 

' — 4- it*n S»nn ==”4 J == 4 3 

— — 4fen garnt .<s=s 1=4* 

öffo bfe SInja^ :«nec ^ebingunge«« 15* -i- >• f ä £ 
gär 5 SSerlibfe fr^dlf ‘itthti ^trtn i^gHlbcigett 
Slugbrucf fäc, S i iwüv *Nf Slnaa&l jber 23eblttaungen 
. »oa ber ifen gori» = 5 =r T 5r 

^ Hk ^ 5s ,, v 

— — 3fen gorm = 10 c*. 5^ 4. 

, __ _ 4 ten gorm =5 = 5 + : «U» 

( s » • »* “5tlÄ gorm- *=«»"* 1}-=* $,4* y v 
olfo ble Slnjal;! aller ^ebmauRgett =3 3 u v _ 

JDurcfc Sinologie, ober befer burcfy eine boflfommene 
3nbuction ergeben *fU^ für n uitab^nglge SSarlable ble 
Slnja&l S&eölngungeti * .« .s « 4 - 

. • .'»OB ber »ten-gorm- a.n*:, ,„•>■? 

>v* . ! . jUben 8j>riH:v *»•** •.•43 :.*s*r}r*bH 

l, ■, . — 4-1 3*«n gorm = «* .y, 

.os .1 . r- i— 4KttySarm ;=?»‘n^ ) v — 

u: % ,-ttt.» f* J ” 1 *.n tt.dE/ 

— — n(en gorm = n» .• * 
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olfo Me ttnja&l aller ©eblngnngen 
i 1=3 n z + n » + »*+*•♦♦+ n„. 

€$ IR aber befanntlfdj, nac$ bem S&lnomlftten ©a& 



fl“ — n„ -f n, -|- »i « ♦ « . n„ 
utib fcierauS Die Sfaja&l aßtc SBebfngungen für n gjo# 
rlable 

=s 2" - r. 



II« SStftinttnung ctittfl M«x. ober Min. bef untnttüufcUctt Jfuncs 
tionen unabhängig« Bariablen. 

31* U = <p (x, y * . z) fo &at man na$ $. 4 « t 
9 <*■+ VJ + «>#•• ♦#* + *) 

du . du . . Ja 

dz 

t* <T*U 



alfo 



. . du , du , , 

— u 4 -Ic .~ + r # ^ + .,.« 4 .^ 

, 1 * d»u J < d«u ' t 9 d*U 

+ 7 ’^+ kr *d^ + ~"+ 7 *d 7 * 
+ »♦ f .*». ’ 



9 ( x + ^ y 4“ *•* «# *4* 0— 9 C*t im ** *J 

du, du , du 

k Vd^+ r *d7 +4 *‘*+ t *d7 

Üi*4_kr — —4_ 1 l * **“ 

+ 2 -dx 9 +Kr ’dxd 4 + 4 *« 4 ‘r 7 -d 7 * 

4- 0 . f. ». ; 

&cjci$nef man nutv bur<& du, d*u,d*u tuf.to. 

blejrnlflenS&dle ber IBenberung b«j gunetlon b. $. btS 

Sltribrodg weiter =3 tp (x4-k,jr4-r, ....z4-t) 

— 9 (*> 7* «• ♦*) Ifc »elt&e In einer, In jfteien u. f. w. 
SDltnenflönen ber Senbevungen k, r, . « « « f;. atultipIUlrt 
flnb, fo $at man • , 
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L dl» v, dl| . du 

d U = k 'Ti Jy +«•••+*« ■ 
i* d*u', 



' dz 



d . n = ‘J.lL“ + kf 

2 d x* 1 dxdy 1 1 » dz a 

tl« f. : .;{ 

i ^ 

- ' * Jt \ l * 

V. 5 . 12 » 

Aufgabe# 

©lejenlgen SOBtrtb« bon x # y z jti begimmen 

für welche u ({ti Max. ober Min. wirb, wenn blöd ble 
unentwlcfelte gunctfon» ■ * . 

P ss (p (u, x, y • * * *.z) =3 o gegeben lg. 

■ * - ... 

< . i 

StiflSfnng, 

58<ielcbnef man ble ja *, y ♦ . * . z gehörigen 2 len* 
berungen burcb k, ble t>on biefen abhängige' 

Slenbermtg bed u, aber bar# p, fo bag nach $. iij 
P =a du + d“u 4 . u. f. ». lg; fo hat man 

jr r * f 



V * 4 f 



du=k. 



d n 



u u . a u . . d « 

d^"*"* 4 ^ ‘ + t *Jl* u . . 



9Iun lg abtr, and P = <*> (u, x # y 4 ;* . *) ebenfaHd 
nach 5# 11 } 

dp ==~p ♦ du+^ 

da * d x 1 dy 1 ‘dz 

unb weil für alle SBerthe bon x, y ♦ v ♦ ♦ z' unb bem 
jugehirfgen bon u, Immer P = o fein fott, auch 
• d P = o } 

folglich 

o = Ü du-l-— k4-— r4- J.Ä , 
du 4 dU +dx* k + dy- r + — *+ri* U 

<5«§t man in biefe Quittung ben ffierth ffit du, 
fo erhalt man 
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unb blefer ©leidjtmg gefc^ie^t für olle SBerf&e Wtt k, 
i>««t ©enöge, wenn .. r 5 >, 

JP du . dp *" ; 

■ . dlT. + BW^. ; , 

iftttiiaii.Ha* -^u • i ’dy v_.'J 

*jj<J bctö Ui *u? <L,:X dy.TTir-a . ■•!•. rr }£!;„•* •• 

«♦♦♦’•> *. j **r, *; iv. -Mii^ntt 

♦5|i r.»0>i’*r>o • * * _ ^ cf zz.z v 

dP da . dp *’ 

' -dZ* d7+‘2T^° 

r> : €nttoi<f eit maa .nftt aui biffrti ^Id^tiosrti bfe 

<tj&W snftcriüif*0<m 4ntrWt wie «t» i 

|ebe gtef# Slutt, ,fo . bie etforberHÄen ®Ut* 

jungen $u 23efHtmmmg bec SGBerl&e »on x, y . . ♦ * 
welche u ^.u -efnem'Mkx. ober* Min. mad;etu t^fe ftob 

tU'hlvJ * £* ££<„£?: L-i ö • 'ttt \*Ho -ir; : " 

dx * du “ 

. . dp dp _ 

mmm - • -** • O ,! ^ 

- « t •dv , *;dAx*. 7 ' '* •! •> . “ 

7 V" • \ 

» • ♦ f .•■♦ «N . ►■ti'. '■ • % !•* , • * ..I 

*«-.-» ' ■ » t * 4 '.V J*v > J^»4d dlfj i • 



}if .£ (. «3 
«M. •- • 



vjy 



dp dp 

• f- ■* r- 1 ö ,; 

dz du 



: , 1 jto'4 BvgJSi 



£>ie Unferfud)ung ob ein Max. ober ein Min. ge« . 

* * rf ii d ii 

funben ifl, bleibt ganj wie. fn I> inbern auS , 

* jf ’ t*“ * m * 1 4 ~ t'jA ^ y 

. ♦ . ♦ j— bfe 5ßerf&e bon 3 —. u* f. ». entwicfelt 

,:'-r 3§f . vT L? ;:: r; :• * 

tberbett* 



in. 
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- *7 ' , 

. \ - t . . 

\ 

' X - 

III. äSefHmmuno eilte« M«x. ober Min. frei entWKfettai guitc» 
tionen a&Ji&ngigec Sariablcn. s 

- ■ ■ ’ , ‘ . " <t 

# ' 

§♦ 13 . ."=£ i 

Siufgabe. 

/ 

Diejenigen ©ert§< ®on v, w . * ♦ , x, y > ♦ .♦ i z 
ju bejllmmen, für tx>rldje u ein Max. öt>et Min. wirb, 
wenn 

u sss (p (V/W M ;,.x, y, ♦ .♦♦*!) * 
unb noc& eine getbiffe Stnja&l unentroicfelterSSeblngungS* 
©{«jungen: . ' , ' • '? " 1 • ■ > * 

P == F (v, w, x, y ..«♦ z) .== o 
Q = f (vj. w, x, y « z) = o 
R = 7// (v, w, iV.« X, y «♦♦♦ z) =3 o ’ 

IX» f. tt* i 

gegeben fiat. -- 

Slaflifung. 

Die SInja&l ber SSariablen fei = n, fo fann bie ' 
2inja&l55eblngung$gleld|>ungen b6d)fienS = n — i fein» 

'©le fei allgemein == n — m, fe fünnen bon ben n 
Variablen nur m, ( wiafä&rllc&e ölenberungen erleiben, 
unb bie Slenberungen ber übrigen n — m SSarfaMen 
' finb nun biefen abhängig. % 

fei bie 2to|a&l ber Variablen ton y bii z = 
m, unb ihre n>illfü&rlic&en Slenberungen = k, r; 

• bie jugejjflrigen Slenberungen ber übrigen n — m 33a« 
riablen v, w, x rangen 

Yt . t beigen, fo bag 
' - . p= dv •{- d*? + ,, M 

' 35 
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' \ 

u = dff 4- d i w 4- ,*. « ♦ 

1 * . f ' : * *• * »• 

♦ • ♦ ♦ ♦ ♦ ♦ «J II* . 



-i i >4 



t = dx -j-d a X<4*.,,* 

'•• d v . . dv 

«nb i) dv = k + , .. *4- — 
l v. * « w . i.w 



2) dw = k -f- ♦ • + 7“ ♦ r 

d y * * d z 

« f. »• , ; 

n — m) —• . k + ♦ ♦ V ♦ “f" 77 ♦ r •fl» 

, *'■ ■; ■ • ».*•■>»••" '.<••• • ! 

<gg fommt nun blog batauf an, ble m er? 

(len Ableitungen bfg^- f« c 

blngung $u ffnben, bafj u blog alg guntffon 
ber m Sßariablen y big z ap.gef<ben »erbe, 
©efcf man nemlicb bann jebe bfefer m Ableitungen =« 
© unb nimmt ju tiefen m ©leij^ungen ble gegebenen 
n — m 25eblngungg,@leld)nngen, fo bat man ble etfor? 
berlicben n©Iefd)tingen ju^efHmmung berjenigen 5Bet? 
tfyt ber n Variablen »eiche ein Max. ober Min, liefern 
ftfnnen. €g ift aber leidjf u blog alö gunctlon von y , 
big z barjufle0en, wenn ble 95eblngttdgg»©leld)ungen, 
ble 5Bertbe t>on w v> w,* „ , , big x ent»i<feln laffett, 
Inbem man bann blefe für v, -w .... big x entrolcfel# 
ten, bureb y ♦ ♦ ♦ ♦> r auggebrflcften SBertbe in 
su = 9 (v, w, , ♦ , ♦ x, y t ♦ . ♦ . 1) 
fubflKutrt, unb fo 

u — cp (y, . . z) - 

erhalt, »0 bann ganj nach I ju «erfahren iji. 25le 
Unterfucl;ung 1(1 alfo nur für ble §a0e erfotbcrlicb, »& 
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au* bftt n — m SJebingungö *@teid)ungen Me Sßerffje 
bet n— m Variablen v, w,*.*» * ni<$f ju enltofcfeiu 
finb» ..... 

3n folgen gätten entne&nie mau au* beu n — m 
©ebingung^Sleicfjungen, folgende 

« = dP = ^dv + ^< i wf.„.f£I.dxtiJ k +....t^. r , 

o — dQ — . « d v -f- 4 jf 

......4, ' 

u. f. n>. * . ,♦> 

unb fubtfifuire In fle bie obigen n — mSBeribe fürdv, 
äw, , . . ♦ bi* d x f fo nehmen bie n m ©ieicfyungen 
für dP/ dQ u. f. »♦ folgenbe gorm an: 

® — A « k -j- ****** M \ r 
© ^ A « k -f- ****** -J*- M r « r 
o — — 1 A « k -J- (,*»,, -}- M *« jr 
II. f* ». 

*»o febe btefet n — m ©leld&ungen, m ©lieber ene&ülf* 

<?* gefc^l«bt aber bfefen n — m ©lefc&ungen für äße 
SEBert^e ber m n>iQft!^rUc^eii Sienberungen k, , * , . bi* 

* ©enüge, für A = 0 ; ♦ . , . * * M = o j 
A — Qi * • « * • • M = o 
A — * oj »>*'♦ *» « M ^ o 
u* f. t®, • 

«uib au* biefen (n — m)*m ©feic&ungen (fab bie SBer* 
t&f ber (n — m) . m erften Slbleiiungen 

d v Jt 

. I 1 / ♦ • ♦ * ♦ ♦ Tf“ 

« y dz 



t 
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<1 w «Iw. 

d7 ; * ♦ ~ ♦ * 17 
• • • • « • 

• ♦ ♦ ♦ ♦ ♦ 
dx / £jc 
dy * * 

dP . dP 



<M$ 5 ebrfi<f f, but 6 ) ^ • « « « * ♦ 5 

dQ " dQ dR dR » 

-z — y (•■»'»'*,♦ I } T r ) U« 1 ♦ 

dv de d v dz 

ju entwftfeln« £fe0 fe$e.tnan bann tn bie n — m3tu^ 

btßcf* ffl* dv, dw • .««•* biö dx, fo werben fie 

bejlimmt butcf) 5 ^ ♦ «♦•»«♦ «♦ (* ». unb k W4 r 

«fefrefnen. , 

tßun fff aber ferner 

, du _ ,-du _ - 1 'd® ,■«„ 

^ n =7^* dv + ^‘ dw + 4 * 4 *+dV tl3C 



4 - + ♦*♦♦»♦ + 



dI* T ' 



nnb f (Ijt tnan f)(et b(e fo eben gefunbenen $fu$* 
bröde für dv bf$ <lx fo er&dtt <nan cfae m gffcb* 
tfc&e ßHeic&ung bon ber §orra 

•d a = 21 * k -if- •-*<*«'*« CD? « * 
in twld&er 2( ♦ ♦ ♦ . bi$ «IS ^unctfonen &** * mmer 
fef#t ju befffmmenben erffen SMeitungert 
, dp ‘ ’ mä lTP 

• 7 — wie ■ 7 ^* 

av 1 a« ^ 

* d Q fc* ’ 

• 1 T*~ *'*'»*'*• W 9 t ' , 

■d v dB •* *■ 

dR , dR 

7 — - ♦*♦♦♦♦ v »6 *3 
•dv < dz . x 

• • ♦ ♦ ♦ ♦ v ' 



♦ • * ♦ ♦ 



« unb 
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j ♦ •♦♦♦♦ **V , 

> . d Y d Z 

esfcbelnett. 

• % 

Sftun i(t aber, wenn u wlrflid) aW^unftfott bet m 
»iDfü&rlic& Söactabfen y . ♦ . . z auägebrücft »dre 

i d u I- , . 

K 4 ♦ 4 ♦ ♦ ♦ "T" 



du = 



d u 



• r 



unb au« bet SBergleicbung bfefer ©leicbung mit bet 
du = 21 ♦ k + + m.i 

erhellet na<& b baß man Me partiellen Slbleitnngeit 

J<Ju| „ 

Jdyl ^ ... .. . 

o» f. ». bi« enblicb 

|^| = so? = o fegen mu& ” 

um bie&ebingung be« Max* ober Min, jn eifMett* • 

, SDiefe m ©lefebungen 

Sl s± o. bi« W = o 

berbunben mit ben n — m 55ebingung«gleicbungen ge* 
ben bann bie erfotberlfcben n ©leiebungen, au« »et» 
d)en ble gefügten SBertbe für ble a aSaviablen v bi« 

I «T U I 



» ja entttlcteta flnb* Slu« =31, 






d z 



Id® u 



ergeben ffcfy bann IJ-^I u* f. »♦ uib bie QSeurtbelfong 

ob «In Max; ober ein Min. gefunben iß, erfolgt »it 

In I. ' r. • usl?.-. 



$♦ 14* 



i . ' 



> 3 u f a §♦ 3 *.*.»* ... 

Um ble SHnficbt be« im oor. §; angegebenen attge» 
meinen ©ange« bet Arbeit ju erteiltem, auch um ei# 
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' \ 

q = dw + cl^vv + kX . ; * 



: <5 1J* 



* f 

t = dx -{- d 2 3c r|- . ♦ . ♦ 



unb I) dv 



k + 



.. d 



4 yr 



vi - Q f, . i i . .-w'.w 

2)dw = ^k + **.*+^‘ r 
u. f„ ». 

n — m) dx%= . k -f-« ♦ ♦ -f" t~ * r l|t* 



eg fomwt turn blog barauf an, ble m er* 

di 
d z 



flen Ableitungen W<5r f^ c *i* 



-4- \- 



r • \ * 



bingung ja ffnben, ba§ u jMo$ a(g gunction 
ber in 23atiablen y big z ajtgefeben werbe, 
©egt man nemlicb bann jebe bfcfer m Ableitungen =s« 
o unb nimmt ju btefen m ©letj&ungen ble gegebene« 
n — m 55ebingungg»©leld)nngen, fo bat man ble etfots» 
berlid)en «©lefätntgen ju S&etfimmung berjenige« 3Bet* 
tf>r bec n SSariablen welche ein lWax. ober Min, liefern 
fönnen. eg ift aber leicht u blog älS gunctlon t>on y 
big z barjufieflen, wenn bie 95eblngttrtg$»©Ieicl)ungen/ 
bie SBertbe t>otr v> w, „ . ♦ . big x entwickeln taffen, 
inbem man bann biefe für r, \v . , . . big x entwicfel#: 
ten, bureb y ♦ ♦ ♦ ♦, e auggebrörften SEBertbe in 
3* = <p (v, w, « ♦ « 4 %f y t * • * + t) 
fubfiituirt, unb fo 

v — q> (y, ♦ ♦ ♦ ♦ *,) v 

erbalt, wo bann ganj nach I ju «erfahren ijl* Sie 

Unterfucl;ung ifi alfo nur för bie Säße erfotberlicb, »b 

*> 
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au* ben n — m 95 ebfngung**@lel<$ungen Me ©erf&e 
ber n—m SBariabien v, w,*.** x nic&f ju ene»i<fein 
finb» 

3 n folgen gdüen entnehme man au* ben n — m 
Sebingungä^leicbungen, folgenbe 

dp. . mp* *• -dp dp ,dp 






dQ , , 

o = dQ= d -- 4 dvf . 



j. d Q _ 

* + J^ r 

dR dR. 

o — dQ-~ + *♦♦♦♦♦* 



U. f. t». 

ttnb fubfllfuire in fie bie obigen n — m SBerl&e für dv, 
dw, 6t* dx, fo nehmen bie n — m ®iei<$unge8 
für dP, dQ u. f. »♦ folgenbe gornt an: 

a •— A ♦ k — j- >«<••• -j- M k r 
O — A » k -f- . f » • * «. -f*- M f « r 
o = A". k -f- -f- M", r 

u. f. w. 

< 

t»o febe biefer n — m ©lefdjungen, m ©lieber enf&üif«. 
<J* geklebt aber biefen n — m ©iefebungen für affe 
SBertbe ber m »infü&rli<ben Sienberungen k, , * , . bi* 
r Senüge, für A «= o M = oj 

A — ; M — o 

A — . oj «>f * * » * M — o 
U. f. TO. • 

«nb au* biefen (n — m).m @feid)ungen ffnb bie SBero 
ber (n — m) . m erften Slbleimngen 

dr dr 

d y «ll , 

' » | « j— I,-, 

85 « 

/ , ' 



i 
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<1 W dw, 

17 ' •♦*♦♦♦ 77 






dP < dP 

aU&gebtfitf t f blttd) ^ •«»«** > 

dQ " dQ dR *R. » 

" — y « • -» 4 t .4 ' * > . j J ö* [* 

dv T dz dv dz 

|u entmfcfelit* JDieß fe$e man bann tn bic n — m9Iu$* 
btucfc für <lv, dw , 4 « ♦ biä dx, fo werben fie dtS 

beflimmt buteb ~ «♦ £ «. unb k $J4 r 

«febefnen» . 

tHun iil a6er ftrnet . v‘ . 

^ B =^‘ dv + d^* aW + -* 4 +d^ 4tU 
. du . .«du 

*r d^^^**** % * + dl* r ' 
tmb fefrt man tyn hinein bie fo eben gefunbenen 5lu$* 
bcfltfe für dv bf$ dx fb erhält man eine m gUeb* 
rieb« ©iefebung t>on ber gorm 

d u. s 51 « lc ■’J“ «<*<>« “7 ® « r 1 
in welcher 51 ♦ ♦ ♦ . blö $fi ali gunetfonen brr Immer 
hiebt |« bejtimmenben erjlen Uibieitunge« 

' iP J ‘ tti ™ 

dv v dz ^ 

* 12 ^12 4 

' ' T WO t * 

■d v dz i k. ■ 

dR . -,.dR 

JJ 4-444 4 4 vfß ^ 

7 < ^ Ä N . 

» • > ^ ♦ ♦ v l 
* . «••«»•4 unb 
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esfdjelnetn 

• % 

3tun ifi aber, wenn u mirflid) aWgfunftfott bet m 
tt>i0fu&rli(Ö Variablen y . • . . z au«gebt3cf{ wäre 

du =|dyt ,k + + (inrf * * y 

mtb au« bet SSergleicbung bfefer ©ieic&ung mit btt 
du — 31 « k — |— ****** “|“ SDJ 4 1 
er^eQet na# I, baß mau blt partiellen Ableitungen 

« [du I • m 

y° ,B * 

tt* f. ». bi« enbli$ 

|in| = ^ — ° f e & <0 mu & 

um bie J&ebingung be«.Max» ©bet Min« ji; erfaßen* 
£)iefem ©leidjunge ti 

St adr'a - bi« *ft = o 

©erbunben mit b«u n — m SSebingungögleicbungen ge# 
ben bann bie erforberltc&en n ©leicbungen, au« weis« 
e&en bie gefugten 2Bert&e für bie n äSariablen v bi« 

i iu entwideln flnb. Slu« =*31/ 

ergeben ficfrbann|^| v* f* w* unb bie SBeurt&eilung 

ob ein Max. ©bet ein Min. aefunben iß f et folgt mit 

In I. , ’ ‘ \ • 'i;* vllli 

$* 14. 

> 3 u f a 6* "J r*»;« 

Um bie Slnßc&t be« im ©or. §* angegebenen altge* 
meinen ©ange« bet Sltbeit ju erlebtem, au$ um ei# 



d u 


* 






il z 


J 
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tun bequemem 5B<0 ber QiugfiS&runa barnu« atyulei* 
ten, foQ ber befonbere $aD &fer nod) notflenommeit 
werben, wo eine entroitfelte gunction jttefer 2?atia6(en, 
ja sa (fy (x, y) ein Max:, ober Min. »erben foÖ, »emi 
jugleicfc bie nneniwief eite Sebingungögleic^una. . 

P = F (x, yj,= o , - 3 

gegeben i(t* • 

* €« fei bie »iflffibrlltbe Stenbetung «on y, *= k; bie 

»erwäge P = o ba»on abhängige SHenberung »on x fei 

. ?'y " .•* *.■'.? d % v*. • 

== p =s dx -J* d 3 x alfü dx ~ . k # 

* J 

' 6ub|iituict man biefen SBerij) wit dx in 
dPs= 0= dx ff TT • k t f» «&ält «an 6l< 0W* 

Qm** ♦ k — 0 unb Jr ' ; 

d* dp dV^. • ... i£ *-"7 

*. r d& d-P"i , : ' • 

“ dxs= I -rj-l TÖI* b « u „ . 

* . $Utt tyi.abtt ; .:V> ü 

da *= 4^ d.x rf Ü- k öber, ben ffiert& fflr dx ge* 

, d y . : 

fe^t-J,^,- ..V, ,} ;• 1 , •/. $Jj) r.jv.J * 

*s JÖIÜVÖk t(- 3i ! E')+l?]*. k, ^Ws f. 

bie »arlieOe Ableitung , • 

Idui du JE iP , d u 

| d^ I _ d“x * dy" 1 d^ •" * 

tttlb fe$t man biefe gleich 3iu8/ fo entfiel . 

dp^du £2—. • ro't 1 

. i:;:j : •»> dy*dx J x* Jy”" 0 ? - v. <•> . ..- • 
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au* tvald&er ©lek&ung vetbunben mit ber u . ' j 

F (x, y) = o . . 

bie 5S3crt^e für x unby $u enttvfcfeln flnb» 

du dP dP du 

d^*d 7 ; d^+dy cr * ,e6t ** bMn > 



1— 1=- 


du 




dx 



wenn, — für gejjd&rleben wirb, ber SBertfr 

yül^l ; unb feto pdfUlöer ober negativer SSJertö, 

nadjbem ble für f. unb y gefunbenen fubjlituirt ffnb, 
\Üyt aii^ ob ein & ober Male, fiati pnfe!’’ 

Um einen bequemeren QBeg ber 2lu$fü()rung jidj 

ju bllben, fe&e man fotoo&l j- : ^ al* ntU 

d>e "iettf öwtlerifen ffite Max. nnb; MiaVHat* ($ töf 
ber vorig, Gelte) eltt'anblr gleich fittbV ieben = — a, 
fo entfielt )( i 

dt, dP * ' dt« ; dP 

d 7 = “ “ * 7?^ tl = “ “ ‘ 5 ^ 

ober £ O. nnb $=4*#» by 

d y d y , y v x . . . x . ,r^v 

3Mefe belben ©lei^ungen 'tfnb aber, ^ep^^'Unber# 
änberlltb be&aqbelt wirb ^ einerlei mit folgenben beiben 

<1 (u+nP) . , , ,d(u -fe a'f > ) j 

*>’<j ‘ v • '»V jc-o npösb^uj 

d y d $ 

nnb au« btefer ©effalt entfpringi"' foigenbe“ ejlpfac^e 
Siegel? v^ y^v^ y^T* 

nsranM^itl'iv. : u — u 4*'.. 

G o 1 1 Uffs-.jp (Jx f y) eip M ax^~ o£> e r Min., 

unb jug(ei^.jb^e ^eblngut^l:-* ^ileicfjung 
p == F ( x , y) = o erfüllt,# e^'btn, fo fege 
WflB u + ttP für u, be^anble ban#}* nnb y 

t v .' 



<fx'~ 



'• * e *V < 
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* • • ' v .. , 

alö u n a 6 Mit »f g c $ a« U6 («/ 4 be fH mmt ^be«* ' 
nac& ttte in I .- ' ■ •> s 

. jfo + °P) ^ dfort- gp) .' y» ; *ic 
, d y - d x 

»o 6 ef a alt cvnßant bemäntelt mitb/'feQe 

iebe «Heftung glcfc^ dlminfre bann '* - 

“ unb f nttttifle au* bet enffie&enbeit 

^ung »ob r «.tt« P p= 0 :b ? if,»RMangienBfr^ r ' 

für x unb y. ’ 

2)(«ffd ©«fahren nenn« man t>U StfulttoUcatoi 
r«n# 5 D?et&obe* * • - J - r > - 



^ - 1 i<jj . j/> 



' !* ?i 



- -» ‘ft. — ! T < tr.u ij , f, .. 



•'s ;j| 



IV. SBeJHramimg eines M»i. ober Min. fir unenfinftfyEft g l[nt , 

finnim m • « . 



...tiooen abhängiger gJariableu* 

J - i • v / J - ^ • • m . » , * 



x 5. *5« 

’m, 7 # 4 - < 

' a ~ Slüfga'fie* » « 

S^r ttelc$e SBerf&e ber n SBarfoMe» , 



' *•••■ s 3 ,,j 

■ .'im al 

ii , » 

-7 *> 



V, W, 



x/.y, ««*.«« a 

8 •»; uu.ij’.! 5)si<S. . 



bfren «enberuttgen 

' ’P/ q/ ♦♦♦♦♦• v^V.M>;'r : Mi* uh 

felgen mSgen, »frb u ein Max. ober Min./ nenn ble 



iineninicfe^ gugeifon v . .• 

T «7 *' 



f|» .lL‘„ ••/ 1 -Jt: 3 C 7 ! „ 51,7 

T = V C«, v, w, ♦ X/ y, z) e- 0 



<?«u 



■ hn?JJ 



unb n— -m SBebingungSglelcffungen 
' 7 ' >5 &*?* &, w .£;♦* i) « ö - * . 

Qä / (v, w *«« 

«'£%♦ % ; ; ■:*« s') 1 — '* 

gegeben ffnb*' ,<J ,n r/r- 1 -}• u.~»m 
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«hi V. tofUfuntr-'^ ^ ^ 1 

©e&t man ble Sinjafol ber 93arta6len »oft y 613* 
fiUtd) m, f^Jfbftiiftt »ie In $. 13 «He« baraaf an/ bU 
m partiellen ergen 2 IMeltunge« >' ’ 5 







'■ Ji) * 

- . y 1 __ 


d »i 




d u 




/ 


} ~ < >* - 1 


d y 




* d z 



****** d V -39 .i:uV. ;.. .fit* 



fton bet m fBatta&Un y bld z fei« 

«' * 3u blefem 3wedc begirame ntaa r 'i ;: * • ,i ' ~* 

,C-:. n • 1 ' d T dv . •• - <\‘ r "• 1 

... ' v ) :Ti H-fl 

, v. >M v - d - w ' i . r i «x ] 

" fc .'.ü'i d X ■ v. 

u. f. t». 

dx di 

* 7 — 7 “ ' 

a y da 

ganj fo ttie In $. 13.' 

%m(v ^ »ottfoimnen fo, »le in 

. §. iaj fege bann ln 

tl« SBert^e fflr ~ ♦ ♦♦. bl$ unb » 

‘ av a L 

J y d V 

, k + ♦♦♦♦♦♦ -f* ♦ r 'f& dv 

^ ♦ k + ♦ ♦ . M . + ~ . t fdt d w 
U. f. t». 

S~ k + ♦♦♦•'♦ + 37 ♦* d* ' . 

fo entgeht 

du = Ak + + Mr 
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n>o A big M gunctionen ber Sig^er gefunbenen 5X61eU 

jungen, ftnto 

, £tetoug ergeben (i* bann bie erforbirU<$en m pat* 
ließen Ableitungen, nemlicg \ .-»•» 1 , . .. -i 



4 



i U • • . . & U 

“ — ss A; 6iä • ♦*-♦4 j 

a y . dz 



M 



welche, |ebe gleicfc 9lu8 gefegt, ble m&ebingungen tos* 
Max. ober Min. liefern* bie mit ton gegebenen -i + » 
— m ©leit&ungen T = o; P == : oj Q =» o U« f. »♦ 
»erbunben, bie not&wenbigen n -f- 1 <5letd?ungen find, 
aug benen ble SBertge ber n’4 rf (* , ©«l<‘blen u, v..* 
big z, non welchen bie legteren n,’ nemltcg bie v, big z, 
fflr u ein Max. ober Min. geben 1 / enlwlcfelt werben 
möfien* ; , 



1 1- 



1 % 



. ,zt .4; r v'j 



ni V'St (0) •HS. > >;’sL—- L 



/ *' 






r.i nnsl *;■ ;cx 

Xik* . , r nT) , 1 r fl i< , I ;l L * r 2 i‘~! f. 

T ‘ ‘"'Tb* xr ‘i5'**— ‘ *rJ> “ 



IJ fj 


• v ^ ^ 


* dm: v ~ 


V : ~ -öl Sm. •' 

v*> 


vT, tfV't ♦ ^ 


. V ’l 

— I"* ♦♦♦♦♦» ^ ^ •> ; » 

V 


v/i 


' * *T - 

“l * T “ * , 


vli ifiT > • -T- 


C !•> . 


/ * . 

.«• *1 ♦» 


- * U 

: b 3 ;:* 1 ♦ — r 


j -■ * 


- .T .'i 


■ 


\ , * 


. « f 


■ — 1 

'. *•. ' ** * • « ♦ 


• if • » - ~ »ft, 

•" 4* *••• •** * ' • 
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( 1 ‘ii- 



i } ' 



1 • ' •: "* 






H , A. u 



fluffla&en ju S3ef?immmtg eines Max. ober Min. 



* ■ « 

. . $. i6. 

:.m . >1 o r.-, m*;® .. r ■ > -v. nu'3 

• •• ?• v*. t‘> i? 

whien fleflehenen SBinfel « I« einen flege&enen Ärefc 
fo flW $trfp&^tie.5Bfnlel efajuf ragen, tag bte .«Siinwte 
u ber (Seinen, welc i)t a6gefc(>niWene ©tucfe ber6c&en* 

fei eon « gab/ ein Max. ober Min. »erbe. 

: ’ ~ ‘ * ! 1 ' ^ : - V,£ '. 

J . .r; - •>•■ - j >v. 

. J0et ^^meger, M gegebenen Jlr ei fe$ fef^' == rj 

mit bem burdh bie ©pl(je»on «flejoflenen Surfyneger 
bilbe ber eine ^c^enfet ben ju 6eglmmeiben Sfrinfei' x, 
atfo bep.anbere.ben a — x (§ig. i)3 ig ab = 
2 t Cos x; AC = at Co,9 (a — x) : ,unb 
U=rpx = 2 T Cosx + 2r Cos (a — x) foff «in Max. 
ober Min. »erben. Sföon er&<He ‘ 

du , »T* r ~ - . -t 

-j— = w x — 2 i I — Sin x 4- Sin (« — x) I 

. V^b.tf-4) «u >. -k r.::Ac. 

unb y x *= : o jjie&t 

v ' “ Sinfa— -x) = Sixrx \f ?. 
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»o*gu$ a — s = x unb &iecaujS 

, i 

- x = folgt. >>. - >,/ 

2>a nun 

(p"x =s 3T [— Cos x — Cos (a — x)]; alfo 

(p' — = — 4r Cos iff, fo wirb u für x *= —cltt 

Max, unb tU. ©räge biefeS Max. ift iV - 

' * ' * ~ V '* ■** Cn 

c=s 4r Cos — t 

e«t?r \>K;;Urfcyt® u; möf ; %:r 

$. *7* 

SIufgaGe. 

, (Slnen gegebenen ©infei a ia einem gegebenen 
Greife fo aW ^erip&etiewlnfel elnjufragen, tag Hi 
^robuctn ber ©efcnea, welfle a&aefflM#f»e*©l8tfe 
ber ©flenfel non » flnb, ein Max.' ober Min. »erbe. 

' SUflbfung: :v;i , 9 * ni f a ‘ : 

. » - J ^ * ji fc* ^ t 4 * ^ 

©er J£öI6mefFer be$ gegebenen Äreffee fet = *j 
mit bem burfl bie ©pfle boti « gezogenen £)urflmeflec 
Gilbe ber eine ©fleht« Ä'Ä C$ig; i) bett ©Infel xj 
«tfo brt Mbeire AC beh V— x, fo i|t* < hn;: *7 
u = x == 4 r 3 Cos x Cos (« — i) ‘ ' r 

g> r x sss'^öit x Sin (« — x) — • Cos (ö-— x) Sin x 
^ f SiA («— ix) >J s 7 x , 

unb An* <p * *= o folgt ■ x t ”'- ‘ t. 

r , .*• r •• * r** *• , , • 1 »» * 

** ' * ** ••♦<#»* • * ■ -** * ■* - - « 

Srmut 9>''x = ~ «Cos c«~ax)j alfa 4 * . 

(p\ ~ ==3 i;*5- » Cos o. 2 ig, 
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fo ifi U für * = ~ da Max. unb feine ©rüge lg 

? (” Co, :t)\ v 

t ' "E J $• Iß» 

Slufgo&e, 

€lnen gegebenen ©Infel a In einem gegebenen 
Greife fo alg «Petrlp^ecie** ©Infel einjutragen, bag bet 
3n&aU u be$ tfretg/fucfg, wele&eg jrolfc&en ben @c$en* 
fein »on a uub ben uon l&nen abgefönlttenen Sogen * 
liegt, olfo ber Kaum CAB (gfg, i) ein Max. ober 
Min. »erbe, • •.* . 

4 Sluflüfung* 

SDec ^olbmejfer bei gegebenen greife« fei = r ; 
mit betn öitrd) ble ©pffce oon « gezogenen ©urebmef* 
fer bllbe ber eine ©c&enfel AB* ben SCBInfel x, olfo ber 
anbere AC ben « — x, fo lg, wenn man ble ^albmef# 
fer BM, CM jle&t, ber ©Infel CMB = a a (bie 
©Infel burtfcaug Im IMngenmaag, für ben £albrae|fee 
= i »erflanben) alfo bertfrel$au$fd)nftt CMB = r 3 «, 
bann bag ©telecf AMB = r 3 Sin x Cos x unb bog 
A M C = r 3 Sin (a — x) Cos (« — x) folglich 
u = «jp x = r 3 [a + Sin x Cos x + Sin (a - x) Cos ( a *^x)] 

= f r* [aa *f- Sin 2x -f- Sin ( 2 « — 2 x)] 
olfo • 

9 X = r* [Coa 2x — Cos (a a — ax)] 
unb 

tp'x = er 3 £— Sin 2x — Sin (2a — 2x)]» 

Slug y'x.= o folgt nun 

2X = 2ß — ax 
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alfo x = — unb bann 

<•/>" ^ =. — 4 r * Sin a, fo ba§ dfo u för x =r 

ein Max. iß* £ie @rlße bei Max. etbdlt man 
= r*ja + Sin «]* 

§ I9t : 

*■» ' * * ’ ' ' 1 

Aufgabe. 

Unter allen jfugelabfebnirten »cm 3 «baft a* Me 
abmeflfungen belfenigen 411 flöhen, beflen Oberfläche tf. 
ein Max. ober Min. iß* 

l • * • 4 , . _ 

Siufläfung* ^ ' 

•Der ^albmefier ber Äugel fei = x; b{e£ä&e bei 
ßugtlabfcbniKl ±= y, 0 iß nach befannien gormeln 
Me Kalotte ss axny, 

bie begrdnjenbe $reil» (Ebene = y (2x — y) n\ ber 
^nbait bei $ugel',2Jbfcbnittl = f ny* ö^ty) (wo 
n immer bie gabt 3,1415..*. bejeicbnet) folglich 
l) \ny 2 ( 3 x — y)=a* ; 

2 ) u=2X7i;y +y (2x — y)rc. ( 

Cntplcfeft man x aui i, unb fe&t ben Sßertb in 3/ fl 
entße&t . , , ' v 



nnb bieraul 



4 a * 1 * ’ . 

» = py = y + 



, 4 ** . 2 5 T 

^-■ 7 +Ty 

« , 8 a 3 . 2 * 

9 y = — ~ H * 

- , y 8 . ! 5 
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• 2(u$ cp y sä p erglebf fi<& bann x 

I 

y = a . .]/— UHb ' 

‘ V n ■ •> 

<p" 0 — + 2n * 

• 3 ' r 

€$ *(l bemnad) für y = a |/^ ; (>ie jD6erff4c^e beö 
ÄugeUSUbfdjnttt* ein Min, f , , v 

• 3u y = a j/5. ergiebf fi<& no<$ , : ; , ’.y 

x = ^r]ß-\ b. 5, ' > 

e$ 1(1 y = 2 x-, ober ti entfielt bie ganje $ugeU 

* • » . . - v 

. • » » • 4 v 

§* 20 . •, 



Slufgabe; 

Unter allen Äugel»5iu$fcb nitten bom3M>alt a s ; bie 
Sibmeflungen beäjenlgen |u befiinimen, beflenjDberfldc&e 
u ein Max. ober Min. i|t. 

.• 1 * < 

* ' . ite 2lufI5fung, ‘ 

€$ 6ejefdS>ne x ben /palbtnefftr ber tfugef, y bie 
1 beg juni tjefuc&ten Jfugel ? 2iu<fd>nltf ge&drlgen 
tfugel*21bfd)nftt*, fo ifiber 3n&att beä&ugel>2lu$f($nitt* 

■= |x a jiy; bie Palette = 2xy?r 

unb ber ben Äugel*2tuöfd}nttt begrdnjenbe SegelraanteJ 

== U X V 2 xy— y* 

«nb e< entfielen ble ©ieic&ungen 

I) * n x* y — a* 

Sk. 2 ) u = 2axy -f fix Vas y — y* 



/ 
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3 a* 



8u* 1 ) fff y = — unb man tiefen 2Berf& in 
3, fo entgeht ' . ' s 



3) U =S + V~i2 7 ta*x J — g 7 *„ 



a x 



unt> feferau« 



4) 



1» 3»" a«x* + 3«»~:a.Tr?n7x» — 



^ x * x*.V" lana*** — 9 I« 

d it 
x 



9*° 



6c|t radn nun ^ = o unt> orbnet blefe ©lei# 
c§ung nad) x, fo «r&ält inan 



v, J)x «_»i,.. + «4» a . 

‘ w 1 4»» 

unb bie belben reellen SBurjeln tiefer ©leic&ung finb 

V- ~ ,v ’ - ’ 

6) « = a p- 

F 2» 

' • . - v 

‘ ' • ‘ 1 * 

7) x r= a l/J. 

* » 2 * 

3« 6) geriet 

8) y=i>vl=i» 

$u 7, ater 

; •,::!_*>* =‘i'E= x - . ’• ; .. v 

2ltt$ 4/ er&Slt man, für bie SBerf&e öon Je In. 6, 
nnb 7; welche ben 3 Ä&ler ju 9}uH madjen, , ; 

d a n V* I2n a 3 x* — qa* — 6a* 

.*>> d? = ”'* 1 

3 

welket Sln^brucf = + 4 wirb, fär x=a ]/ii;a6rt; 

ben $S3ert(j — 3 m liefert, fflr x = a |/^, <E3 ffl bem* 

nad) y 
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ü ein Miii. fic x = a j/i| unb u IfttMax. ffa 
_ jt a b, b* föc bie .^albfugel* 

Ihn erden ^oEt <fl u == 5 

i r ig 

Um ifen Sali ijl n = ^ , i/Ü 

\ arg 

-V 

x afe Sfuflifung. 

©jaii fu<$e nad) §♦ 14 6le 58 etl&e fut x tinb f 
»etc&e 

F=Srtxy^-nx,\ r 2Xy— y *^-a(jnx li y-=i-a i ) ju eil 
nein Max. obet Min. machen. (£6 entfielt fogleic^ 

3* — y + 2V" 2xy-^y 5 = — |«x uttfc 
x — y ~f" 2 V ixy—y 2 = — f ox 

tttib &ler«uO, wenn matt a elfminfrt 

* 4 * y = 2 Va x y — 7* obei: 

^ x a — 6 xy-f- 5 y 2 = 50 } obet au<$i 

(*— y) (x— 5y) = o 

ttdrdtt« eftfweber x = 5y ober x == f folge, jyfetf 
fü6flitalrt in \ n x* y = a * gießt fogleic$ bie beibett 
In ber lfert Slnftöftfofl gefatiöenen SitfnlNM 

-- ’ - ♦ ,• $- **• 

8lufg«6e'i 

ttiiid) einen in 6er SHcbfe einer $araM gegefceneri 
$tmfe bie ©efrne Ju legfn , fee(t$e eitt Max. ober 
Min. ifh 

Äufl^fnöd»' 

©le 5 l 6 f*Hfe bi$ fünfte« fei ±== a; bie Jnge^rfrfe 
rec^etvinFIic^re ßrblnal» =s bj ber €?$eife(|Hmft b«f 
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Iparabel fei Slnfangäpunff ber 21bfciffen, p ber $ara# 
ttirter, alfo b* = pa. Ser SBfnfel welchen ble ge# 
fuchte ©ebne mit ber Slchfe bilbet fei s= x (gig. 2 .) 
ble ©tücfe ber ©ebne, redjtä unb ImfS ber Clcftfe fol* 
Jen y, z beigen: fo bat man: % ~ - , , ■ 

1) (y Sin x) 2 = p [a — y C09 x] 

2) (z Sin x) 3 = p [a -j- z Coa x] 

2Ju$ 1 ) folgt : 

b *- b Co » x -f V b 2 + uT 2 — b^Sinx» 

7 »«' Sin x» ~ ~ 

9lu$ 0 ) aber 

t a) z ; zz. b ^ bCo»X-f- V b 2 -f - (4a 2 — b 4 )Sinx 2 

unb alfo tfl ble ©ebne y -f* z > ober 

5 ) » x = -.5CS+5ES1E5 

2 , r a Sin x 2 

unb eS fommt alfo barauf an, ben Sertb be$ x ju 
finben, für welchen ’ 

r, b*4-(4a* — b 4 )Sinx* r 

6) Fx = — 

, Sin *♦ 

tür Max. ober Min. wirb. 

• • . €d ergiebt fld> 



7 ) F'x üs 2C08X. 



(b 4 4 a 2 ) Sin x 4 — ab 4 

Sin x* 



unb biefer SluSbrucf wirb ju SRufli fowobl für Cos x 
= o i ober x = § % aW aüth für Sin x 4 == s b * 



welcher Sruch a6er unäcbf % fo bag alfo MtferSBerth 
für Sin x ber Aufgabe nicht iugetföreit fann. 
gür x = § n lg ; t; 

8 ) F'x + a ( 4 a 3 4 -b 4 ); folglich 
. ' . 9) %;(!;») = ab «ln Min. 
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$» ßft* 



3« einem, 6ut<b eine auf Meflcbfe ttDfmale <Se&n* 
ö&gefd)nittenert, para&ollffiben Segment, 6a« jrtfgte 
recbrroinfllebte ^Parallelogramm an$ugebett. 

tffffläfung. - £ - ' ‘ “ 

$«* 6ett in Ste» 3 angebeuteteit asejelebnungett, iß 

6er Parameter 6er Parabel ±* — alfa y ä =— > x unb 

,1 ’ '. ,-j _ * a 

ber 3f n &alt f 6e« Sieget!« ==; (a— *)»$y obre 

. „ r==4 ‘ [*“»?].•* ' • 

m# % •' •••£ . ** 77 i •; 

. - * . • r= K'.fr y V] 

T»* i ■ s ; ». ■ r . -• <■••; -- 

üttb e« iß ötfo ber 9Bert& »oit y jö Geflimmert; ffletbeUbett 
qpy = b 4 y — y i ein Max* mlrb. 1 ... 

SE)?an er&dlt - 

r/,'y = b* — $ y* 

«jp'y = — 6y 

uab an« <p'y ss= o erglebt fab 

iß'-f.- *.=*= b « Vfi.x — j .. 

. ' Fifab/Ki 

* tmb tp" (b VI) == “— } fo baß alfa 
M 1 . . /’ ¥ sa ^. ab * Vf eilt Male* Iß* >• * *’ 

<KT' : : ; " . « V4 . 

,j 5 . .. ... $• ij. 

v j.UIrt fg a 6 e. 

.3«» «Inen», burd) eine auf ble Slcbfe Rftrmate ©ebne, 
ft&gefebnittenen, parabollfcbett Segment, 6a« recbtttfnf* 
lieble ^Parallelogramm x>om größten Umfang anittjcbetn 

£ ft ! 
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91 u f 1 5 f fi n 9« ‘ 

3W bet S5ejeic&nttag gig* 3 t*t Umfang P 
47 + a (*—*)> 



= (f. »or, IfofgOl b«$et f 



p = 4y + a* — r*i ♦ y 2 »r& 



b* 



4P =i 4 ^ lf . j,. 



b* 



2lts3 dp = o fo(gf y = — = bemSfordmefecber 

*4 V ,41 P / , .' * 

- * . * L r - * * * " A * • • 

Parabel; unb ba 



d*P = — ^ ifl, fo f(l alfo ber Umfang am graten 
för y = unb x = — unb bie @f$0e biefe« P Ifl 



s(» 2 + b^ 






• ; 



$• 34. 



Siiifgabe* 

9fa$ einem gegebenen, ipünft bei Umförtgl fltfef , 
Parabel «ine @e(jitt öard) bie3lc$fe jtt legen/ mb 
<$e ein Max. ©ber Min. ifl. 

/ >, Siufllfnng* 

Sie 2h$fen»9l6fclfre bei gegebenen fyuxlti, »01» 
Ctbelfel aul gemeffen fei = aj bie recbtfeinflfcbfe £>r# 
binafe =s b; ber gefugte SBinfel =s xy *($fg, 4J bk 

gefugte ©ebne = y, fo &af man bm ^atamefef p 
b* 

= — ; unb 

■ * ' ; • -VI.' - „ r. 

(y Cos x — b)* = p* (a— y $inx) «|fe l4 * ;I 



; ' 
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1 



r 



AbCosxVpSiny 

Cosx® 

b S a Co» x - t- b Sin j 



T * Co» X 2 

aaCosx^-bSinx 



-i f«fgu$ 



?) (px ’rr Co» x a 






T ' • Kjvm * «. 

uSinxCo»x 2 r-^bCosx 3 THx »Co»x — bSinx) aCogxSinx 

—— ~“Cb»x* 



2 a Sin x Co»?-bCo»x 2 - 2 bSipx 2 



^Sinfix— b — b 



Cp» x* 

* — Co»2X 



ob«? 



9>' x = 



ober auc& 



%_ 



Co» x* 

*) fx =^j.[ 2 aSin 2 x- 3 b + bC 082 x] 

Sind (p x ss o» ober 

bCos2x = 3b — 2aSin2x folgt 
b*~ b* Sin2 x*v=9b* — 12 ab Sipax-J^a* Sin 2 x* 
unb frlerau«: , , — 

, . Sa+Vl^Ub? 

3) Sin 9 x ?b 2b * ~ 2 + - b -i 

€beo fo, au$ y'x === ° : * 

3 b» ^ 4 a W-?b? ’ - 

4) Cos ix = il. " T 4'»M Tb* 

' ( 5 Me ©teUnng b«t 3 «l<*> eß ~~ l ent ft 5ric ^ t 

gormtl Siv* + Co » 2 == i). 

gjun folgt au« 2. ) fflr ble SBm&e »on *i mW 

<P% ju SR uß tngc&en; 

5 ) ¥> = 

H «tu* öon ©e&nen ble Siebe ifi, »el*e ble W« 
bui<bfd>neiben, foba§ alfp fowofcl ba« pofitlbe, » 1 « ba$ 
x üpmtt tytoec wie f n, alfo C QM 
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pofitib bleibt, fo bängt ber pofUfae ober 
be$ <p"x l(o§ pon bem be$ gaetopä 

P=2aCpa2x — bSin2x ab. 

-€i ergiebt fich aber für b(e obera 3«Wb«0 t>cr 2Bett|< 
Cos 2 x unb Sin 2*x 

P== — ?YV — 2b* 1 

unb föc bte untern Sieben 

p=4.2-r^=lR 

ynb bewuatb i(l «Ifo bie ©ebne y ein Max, fflr 
■Cos 2 X = L h . 2 ~ 4 ; ein Mio. «ber, fö? 

3b«+.ia W -2 b 2 

C032X — ... . . 4&? -^: ba — ^ 

35 eibe ftnben nur fia.tr, »penn a z >2b* ifi« gär 
a*=2b^ fallen beibe jufamnien. 

95 eifpi*l« €« fei b^6j a=9 fp er&äit mnu 
• fArt M^x, 1 

Cosax==o; affp. ?x = i» ’j. 
-bab«e *=fyr ober 45° 
ynb. bie ©ebne =-§,16,97056.,.. 
för * ==* 46° i(i f»e == §. *6, 967g.... .< 
unb für x = 44 0 ift fte = 1,16,9682«.,« 

Mia. euttfebt aber 
Cos ?x = a(fo 
2 x =5 53° 8/ beinahe* unb, 
x == 26? 34' 

ble jugebArige ©ebne aber == f «t6,77P5«Mt 
fflr x = 27° iji ße = 1.16,77075,«,« 
unb für x = 26® i(t fie =j f « t6, 77°n*i\% 



i IV. 
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♦ V 



Aufgabe. 

3 « Zmrt&ratfiW DE gig. 5 ein esf^atbf reife« aum 
ÜÄlWeljounft M fmb |Wei fünfte A, B gegeben; man 
foO benSpunft 0 in t>er «Peripherie betfimmen, für weis 
c^en ber ©Intel BCA ein Max. ober Min. wirb* 

SlufUfung. 

Xxt £al&raefTer be« Greife« fei = r; MA = s; . 
MB = b; Z. CME = xj MCA = y> MCß = z $ 

fo hat u>an 

(rr-aCoax) Tgy *== aSinX unb 
(r -)- b Cos x) Tgz = b Sinx alfo 



1 ) Tg y == 

2 ) Tg z = 



a Sin x 
r — aCoax 
b Sin x 



folglich 



'i 'c-.r. 



r-f b Co#X 

3 ) BCA = y 4 - * Ä V * = 

aSinx . A ™ bSiux 

Arc T s rrrc^-x + Arc Ig rpnsr, 

nnb Ijierau« burch Slnwenbung ber gormel , 

d f x 

;V 



4) V* = ; 



d Arc Tg fx = — 

irCoix — a 3 . 

T 



(fx) 3 ’ 
brCosx + b* 



8 3 -f- 1 3 — ^arCosx 



bann auch 
5) y"x=-rSinx 






• (**— a*) 



b J -i-r* -fabrCus« 

\ Tv • " • 

b(r* — b») 



.1 



>-f r*— aaiCosx ] 3 ‘ [b 3 +r*-3brCo*xl 2 J* 

Sin« y'x ?= q folgt aber fogletch 

« „ (a — b)r 

® c “ x =-?r^- 

unb füt tiefen ©crt§ ton Cos x, au$ 5, 



t. 
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i, _ e . (r 2 — ab) 2 (a-fb) 

7) = - r Su. x . ( 7 ^ 7 ^-.»)(.--b«) 

ft t«8 «Ifo /»^CA fät Cos * = ein Uj*It 

flaupi ff!. '* N . -* 

£$ erge&en fi$ nun au# notfc , 

' AC?= (r^.b) ^-^) 

i r* — ab 

B rn__ (r* + a b) (r* — b a ) ^ 

BC s 8 b — » w» 

A C : B C = V 7 ! 2 — * 2 : VV — b»} 
f*Mfr, «UÄ BA J =AC J +B C a — a AC . BC. Coa BCA 
b«b QBectb für Cos BCA unb «ui bfifen btt 3ßtft§ 
fät Sin BCAj nemlidj 

Sin BCA = Sin C}'+z) = ~^ 

fß bflg «Ifß bfe @rige bei Max. 

.SfecSIn^i^fg,; ^ 

. $. *6. 






Aufgabe* 

3m ©urtfmeffer DE eine* (§lg. 6) 

ffnt> q fünfte A, B gegeben ; man foQ ben $unft C in 
ber ^eeipberfe bejtiuimeu, für melden bie ©urarae pp 
r{- CA ein M<*x. ober Min. »icb. 

5fufl5fung. 

M fef ber S?ltfelpunft bei Ärelfei unb SBinfel 
£MA = x; fo flat man 

AC=y = v a 2 -|-r 2 — aalCoix unb 
B C = Z = V” b* 4- r 2 + 2 b r Co» x fllfb 
j)y?|“y == ^p*iS c V r a 2 +r 2 — 2arCo»x*4*V^ b z +r s +2biCöM< . 
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unb &le*au< 

_ , - a t Sin x 

?) 9 * = — T- 



b f S i n * 
I 



4 * 

i • 



bann 



„ ,» , «= "rii , ,» sm *», 

' y* - ; j *, »*, v 



’’ Su4 #>'x =? o fol0f *•■ ■• 

$) »z r= by Ober 

a ; b = AC : BC fo ba§ (lifo 
' MCA = MCB fein ttuig, wenn 
BP -}- CA Mar. obre Min. toeeben foH* (£nf* 
»icfrlt man Cos x au & az==by inbem mau bleSBee*. 






tyt f4e y ynb * fobgltuirf, fo ergitbf fi(& 

J ^ , 

$ Cqs * ss e . -J— unb auö 3) fäf liefen ^Berfb 
■* *• ; ' > 

t>on Pqi x, b. &. fäe >z = by folgp 



„ •* r*(*4> b)Sin x* < 

0 » ? =* - - . - - y.ft '— 

fo m olfo, fit Cm i = ; <pi = AC + BC 

«in Mar. lg« $le ©rfge brt Max. eebd(t m* 



- w -4 * &) ♦ 

®u i rp‘xs=o fülflt auch no<& 

?) Sip x ?=? pi unb bferaitf 
?) x = o unb qu$ 

») * = *t 
.. * rs q Wirb 

tf 3» b -(-(« — b jt 

* ? * Ä (r+b)(t-t) 

olfo AC -p fäe x = o efu Min., »mit « > b, 

yub au$, wenn * < b > a & w » ab > (b — *) r lg* . 
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ein Max. aber, wenn a < b unb juglelcb asb 
< (b — a) r ifi. - ■ i. 



§flr x = n wirb 

„ * a b + (b — •} r 

V 71 - Wa VS=.bT» Älf0 



^ " U+a) (r-b) * 

A G 4- B C für x — n (In Min. wenn b > a unb 
, au#, wenn b < a abe£ 2 «b > (a— b) r ifo ein 
Max. aber, tpennb<a unb gualeic^ Äsb.^(aT-b.r ift* 



$. »7* 

»• » •* -L' . • 

3 u f a 0* 



'I • r - t3 ■ ; 



©oll BC* 4- AC* ein Max. ober Min. »erben, 

r • * : • . rus ■ • «• ■ ? v 

fo ftat man . 0? , . . 

y.. = BC* + AC a — a a +b s 4* st *+2r(b — a)Coss 

dl» ' ' • 

. ? 'x.=s.#r (a — b) %xg. a k , ; 

1 p"x = 2r (a — b) Cos x 

• — *» „ . v i ,x - 

Slug <p'x = 0; folgt Sin x = oj 
ö*fo«cniweber x,s=; o; V ; ^ 0 ^ . 

ober x = n 

unb tp == 2 r (a - b) , , 

fo »ie <p'n SS — 24T X a — B) * 

gilt x s= o wlt:b.alfo <px ein Min., »enn a>bj 
, ein Max. wenn b > a; * . j ; ^ 

Söc x = n aber wirb <px ein Max. wenn a>bi 

ein Min. wenn b > a iff. 

$t 28, *?’;*" ' ' - 

SUfga&t« 

©er Umfang eiueg ^cei$ s 2lu$fc&ultteg fei = a i 
ben J&albmeffer x unb ben ÜKittelpunftg * SSinfel y (int 
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* \ \ '* 

flhgwnuwfi för ten £alb:uefTer V» j) ber ©eblngung 
ß««56 |u begfamen, Dag ber ^agaU F bei Stttii*. 
2Mf<bnltte$ ein Max. ober Min, werbe« 

* r 21 uflo fun g, 

| lg ber $ogen =? x ,,7 fplgli# 
l) ax 4 ,^ *j ferner ^ .... 

3) F == \ x’y ;=; Max, ober Min, 

2lu* x) folgt y == — — ; ba&ec 



<px ax ?x* = Max, ober Min, 
€« eogiebt gcb fogleicb 
au$ (p'x -sss q bie ©leidjung 






a - 4X = Q 



unb bierautf x = — 



'» 



unb y - 5 =,a 

unb »eil y>"x = — entgeh/ fo ig affo ber S^olt 

bei ptli>'Xttef$nltti ffir x = — unb y =2 ei« Max. 

a » 

©ie ©täge bei Max. ig = 5 ; Q-Y = bern üaabatf 
be$ falben Umfang*« • r «nc 

. 5 « 29. 

Slufga&e, 

£>er Umfang eine« 4?rei* 21bfcbnl(feg fei = a; ben 
^>afbtneff«r x «pb ben Sginfel a y ber Sßeblngung ge» 
mdg j« beglmmep, bag ber 3aMt F ein Max. ober 
Min. »erbe« 

&ufUfung« . , *. c . 3 

3D<5 $ogea lg 5 = axyi bie 0e&ne 2 x Sinyj 



i, 



. / 1 
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f . v • . , 

b« Sluifönift s? x*y} bai ©Mied = x* Sin y Cosy 

folglich bie SBebingungen: 

l) 3 x y -f- 3 * Siny == a - 

a) f = x? y — x 3 Siny Cqsy 5 = Max. pbfr Min, 

9(ui i) folgt 

X 5= ^.—TT-— i 4n5> blfftn ©m& in *) f* 

a y yr 01 “ y ... 

fnfflt&t ' ' 

»*f “ nt '* ® m & M “ r 

jo fn£t«n, föc t»dcb«n . ' . ; 

vy = «in Max. ober Min. »<rb. ei 

* 3 (y4-Swy)? 

entfielt 

, (y 4- Sin y) Siny? — (y — Siny Co»y) (l tKCo* y) ' 



(py*? 

* 5 =?t 



(y 4 - Siny)* 
y $in y ? — y — y CoJ y 4 ? 8 in y . Gofy 4 - Siny 



(y 4 - Siny)* 

y (x4r Coiy) (i— Coty)— y(*4-Co«y)4 ?Siay (i ^Cqtyj 
*=?♦ ,• (y 4 * Sin y)* 

9 (1 4- Cqi y) [Sin y — y Cot yj 
(y + Siny)* 

nnb «4 wirb yy = er- 
iteni für x -f- Cos y = o 
aitni für Sin j — y Cos y = p 
Stuf | 4 - Cps y ?= q folg* 

Cos y tss — x 

* # * t 

alfo y*!i 

nab bann x = — , 

*» - 

eiuü Srn y *— y Cos y =5 o folgt 

y ^ Tg y . . 
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tt>«lc$ec ©lek&ung fb»©^t y *± o äl« <w<$ btf SBeetb 
©en y entfpric&t, beffen ©infel ln ©raben = 257° 27' 

13" (beinahe) ifl. S&«i6e 3 Sert&e geitfigeii ber Aufgabe 
nl<&t, »*U f&t beibe fein ÄreiS * 21bfc&niif enf|ie&f, fo * 
rotafg ftlr 2 y jum SBinftl 05 alä fär 2 y jum SBinfct 7 
5 i4®54'ft6V 

<E4 fenn alfo bat efn Mäxj eher Mia, ftoft fin# ,, 

■ teil, fdty ae n »bet By = 37Pttnbx = £: »elc tjt 

’ «Bert&e bte $anje fftei«>€bene liefern« 

Da nun/ aiiS 

t . . 3 (i-f CosyjfSi «f— fCo»yj 4 
^ y± = (y-HSioy)* 

fflt blejeaigen ®ertb« »»» Y/ »«tö* r P' / i tt toAdyttf 



felgt: 

ff fi 4- Cos y ) y Sie y (Sin y — y Cos t) Sin y 

f' y ** 2 *•77"' (7+Sirty) 1 

' 4lf , 

* (y + Siny)* “ 

4 n 3 = a * l ’ '" p =r= — d,. 

fo ifl benJn<u$, fde y sas « änb ± fit ~ !<' 

' „ , 1 

fMita, befen ©t$ge = ~ «!»• 



*. 3* 

Aufgabe'. 

• & fanflben flt& jt»ei SWfe* «tot* «Wf* «««*•' 
btf» gegebenen fplgen ©Infel « C 5 *Ö* 7 )» ® an foß bie 
©rff e tiefet Sfc^fed unb ihren Oft ber S&ebihgung qo 
raäg beflitöme», taf iec 3n&off beb gto&aBelogtetltit»#/ 
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I 

beffen ^Diagonalen biefe Slcbfen tfnb, ein Mat« ober 



Min. n>erbe. 



.»♦/. " .•! 4 . 1 %.'», 

• **»«- « r ^ « . 



V* i 



- - SluflSfung. ♦**' 

€$ bejett&nen 2* unb 2w ble grüße ber gefud>* 
(eh Sld)f«n, unb x ben SBinfel^ »Mthen 5z mit bec 
großen üldjfe a, bec <£flipfc bilöet, c aber bl« (leine 
• jfwuiptadjfe, fo fjat man 

(xSitix)* = ~ Ei ■«* — (z Cos *)*] unb hieraus: ** 
8 

.*• f**c* > . . iA'-f . ; » * 



1) 4 ** = 



a 2 Sin x 2 + c 1 Cp« % 



7; eben fd 



2 e* 



c 



•* \*M» r - * 

a) 4 W 1 5= ,1 sin (ü — xj* +;^ Coi («-- x)*' 1 " 

ben 3fi^It F be« ^araaeiogranudÄ jas ***. $in ^ 
unb e$ fommt alfo barauf an, bie &Bcrt(>e fflr*|n- 
btfHmmen, bi« ba& $ro&tw< P ..<040 
ss5(a 4 Sinx*-|-C* Cosxi)[a*Shi(a— X) a -}-c*Gos(a — x) 1 } 
ju einem Min. ober Max. machen. vjj'.'Vf: s tx 

S 05 an ftnber gleich 

3)dP=4(a**-c 4 }Sin(a— 2x)^t e Sin(a— x)Sio»— fr 2 Coj(ir— 
unb dP »trb — o; 

fft&f’Mn ( a — **)*»#* K • - C •»: ,^«.153 ri’fl) 

O für a 1 Sin (<* — x) Sinx ss c a Cos (« — x) Cos x 

au« 4) wat <“ ; :. «*»»««* 



_ . %.* 

6 ) * ~ "7 



Sluö 5) ober ..it,,', • 

(»*— c I )Sin«*Sin2xt=[c a {» *f Cosax)*f \% -Cosax^Gos« 

■ ■>&** : n»€*hV f < I? '.ni 

(a a — c 2 ) Co» <« jt« 2 .x) SS (a a 4* c *4 Co.' 

woraus folgt 14./; i-.; tf.;*. , v.i fcsl 2&n» 
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'»• + C* * ' ' , 

7 ) Cos .(* — 2X) = ,j;— — * Co 8« . .. , , . . 

wel$e Cpleldjung 7) nur bann einen bet Slufgabe ge* 
nügenben ©ertg für x liefert, wenn * 

|j-~ « Cos a < ober fjücbflentf = 1 ; : *■ * •* 

b. $. wenn $ fcosY < baffen« = i(!. €g 

- * i( z 4* C 2 ' 



Jä 



«• V.» * 



^ \ a* — c* 

glebt öber, Cos a = — - ffl<Cos (u~ 2 x) nach 7) 

ben ©mb 1; unb btytt \ •' 

9) ** ==,o{ alfo. wie in 6 ) x unb man bat 
alfo nur bie 2 ber SJMfgabe entfprecgenben Siefultöfe 
v io) x *= -~ nac^> 6) unb nach 7) {< w * 

j,2 c 2 > 

11) Cos (a — äx) s= — — ■ . Cos «, wenn nemlfcfr 



«* — c a 

_ **— C 2 

Cos a < —-5 if!. 

, »* + c 2 



3 ur Sßeurtbeilung , welcher ©ertb ein Max, unb 
Welcher ein Min. glebt bat man 
wenn 1 Cos 2 x für 2 Sin x 2 linb 1 -f CbS2xfÄr2Cösx a 

gefegt wirb 

®U$ dP=(» s — c 2 )[(a 4 — c 4 )Coi(a'—2x) — (a i 4‘e 2 )Cosa]Sin(o— 2 x); 

fätx = f, 

12)d*P— — 3C* 4- “-C 2 )[(a 2 — C 4 )Cos(tt-2X)»(» 2 -4-C 4 )Cosa]Co*(a-2X) 

' ■„ "cte — 2 (a* — c s ) [a* — c*- — (a a -f-e s )Coso] 

— — 4(a 4 ,*— c s ) £a a Sin^ — rft^Cos^j •• (i \ 

alfo für P ein Max, wenn a a Sin ^ > c l Cos ~ 
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Öfeft c < a tg |-} eftt Min. ö&er Weit« c ^ 1, 

Z • V a 

* « 

3fl C =2 i Tg ~ tmftn Ijl «« noc& un&efUmmf, Ha«>- 



fflt X 



aüi, P tötet.* 



gßr öen 5Bertf> bei x, ttei<$et 6er QltUQting y) 

toa c«-ax) £c £~ C ös « enffiiric&t, eßtfte&t . 

' 15 t) d a P ss 2 (** — C*) a Sin Ca — 3 xj* 
meines Siefulfat immer pofffiö ijl, fg t>af alfo / 

Ct) 3 ♦ Cos O) aüetoaf P eiri Mim 

i 

feiß i»lr&< • 

(ÜJan bat alfö 
t gar x sa 

* 4 l# = 4w* = 



• 4 v 

* ✓ 



*r* 



a* c 



if 



• i. 



C 



»*Siö— + c* Co'» — 
2 2 



* l c 2 Sin^-Co»^- 

^ fe 2 . z . w Sin a = — 



«* Sin — -f- c a Cos — 

2 S 



... ä*i*'Tgi 

«r r—-^ ' 

.*Tg^4e* 

tß6 liefet ^n&alf F iß ein Min. ttentt e <; ä Tg 



ein Max. ater> metra e > a Tg ^ tjfc 

ii. git Cos (« — 2 x) = Cos at 

* 2 — c z 



■£fer 

t 
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£Ur ig Im Siffgemeinen a* P imme* pogtie, «Ifo 
P ein Min. folglich F ein Mar, 

Kirarat man &ier c = a Tg - an, fo fiat man 
Cds Co — 2x) = i; folglich x = —, welcljea SKeful* 

tat mit bem in I jufammenfällf/ fo bag alfo für x=— 

2 

^ • l 

unb C = a Tg F rr I a a Tg Y ein Max. |g, 

. * * 

, $• 3U L . ' . 

♦ 



Slufgabe» n # 

Ifl ein Sretecf ABC (gig. 8)'unb in ein« fei* 
nec ©eiten etwa in AB, ein <Punft D gegeben/ man 
fofl nad) ju begimmenben fünften E, F InAC unb CB 
flnlen DE, DF unter einem gegebenen SEBinfel y fo 
jie&en, ba§ ber 3fnbalt beS a$ DEF ein Max. ober 
M i n. Wirb, 



SJufiäfung. 

5Bel bet in ber gfgur öngebeufefen 33ejeicfynung, 



bat man DE = 



a Sin a 



DF =2 



bSin ß 



Sin (« + x)’ “ *■ Sin (y •+■ x — ß) ’ 

fo ben 3n$alf G bei QveUdti DEF = 



alt 



x " bSin/S aSin« 

5 Sin (y + x — ß) * Sin (« -f- x) * *** ^ 

unb eö fomrnt alfo batauf an/ bie 2Bert$e föt x ju 
begimmen/ für weiten 

yx — Sin (a-f-x), Sin (y — /!?-{- x) eifl Min. ober . 
M a x. Wirb» 



35fjei<$net man y—ß b«r$ d, fo ergiebf flcfr 

• 3 ) 
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r. 



1) f/x = Sin (ß + X) Cos (<* + *) + Sin (<? + x) Cos (a+x) 

= Sin (a -f- $-J- 2 x) 

unb e$ toirb (p'x = 0; (oroo&l 

2 ) füt o + 8 + . 2X ^ °» aud^ 

3 ) a _j_ s -f 2 x = n n, »0 n jebc beliebige gan* 

je 3of>l fein fann. 

2lu$ 2) entfiel, ben SSerfl) für 8 »ieber einge# 
ffl&rf/ 



unb ju biefen SBertb »on x gedient 



Z-*FDB = n — 



ß + y—u. 
2 



L. AED 



n 



<* + ß—r 

’t 2 



4L DFB = 



y—a—ß 

2 




<gg wirb aber Z. AED nur bann ober a 
Siebte, wenn « + fr > y unb DFB nur bann pofl# 

. tit> , wenn « + ß < y W* 6'« Öreiecf DEF ent# 
ftebf aber nur bann, wenn AED deiner tt>ie n unb 
DFB poftrie ffl, b, &. wenn « + ß > V unl> 
gleich u ß Z. y \% welche Sebingungen (Ich »Iber# • 
fprec&en, fo ba§ alfo ba$ Siefuttat 4) 

x = izm 

'/ 2 

fein Sörefecf liefert, alfo ber Aufgabe nfefcf genügt, 

2luö 3) entßeht 

nn -f ß — c«-^ y 




I 



I 



7) AED == 



(2 — nfa + y— a — /? 



, nn + » — a — ß 

unb /eber biefer 4 Slugbrficfe mug/ wenn e!n ©releef 
DE F entließen foll, Heiner n>fe W unb gröger tolelftuH, * 
b. b« pofttio fein* £ierau6 fliegen folgenbe ac&t 58 e* 
gimmungen : 

*9)/?-<a + y + C2 — n)?j 

10) a «C. ß y nn 

11) y <!.« + ß + nn 

12) y ^ « + ß 4* (2 — n) w 

13) nn -f- > « 4* y * 

14) (2 — n) n + a > ß + y 

15) Ca— n) rc + y>« + /* ■- 

1^) n re + y > « + /S 

gör n == 1 entfielen hieraus ble 3 SSeblngungm 
(äug 13, 14, 15 unb 16) 

S a 4- y — ß < n 

ß -f- y “ ■ « < n 

a -}“ ß — y < Jt 

gßt n = 2 tolberfprec&en fic& 12) unb 15)* 
gär n ob 3 ober noch gräger liefern 14) unb 15) 
SBIberfpräc&e gegen ble Aufgabe, 

gär n = — 1 ; — 2 ober noch Heiner geben 13) 
unb 16) SBIberfpräc&e gegen ble gorberung. 

SRur bann fann alfo für 9* elnMin. ober 
Max. fi 4> ergeben/ wenn 

71+ ß—a — y . a 

X = — — t ft ' 

2 

unb'ble SBeblnguugen In 17) fla 1 1 finben* 

SD a * 
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k • . 

Sa nun 9" x = 2 Cos (a + d + 2 x) ; fllfo 

/ # 

= 2 Cos y* == — 2 1(1, fo wirb aU 

fo y liArJLlJ: cltt Max., folglich G ela Min-, unb 
feie ©rSfe feiefeS Mia. erljSlt man 

a b Sin « Sin ,•? Sin y 

S5eifp. ©inb afle 3 SBtnfel a, ß, y gUl$ grog, 
feber = ai fo (jaf man i . 

x = — — unb bea 2fn^alC fee$ jugebärigen > 

\ (eilten SrefecfS = 2 ab Sin « ^sin ober au$ 

. = a b Sin cc (1 — Cos a ) 



$. 32 * / - • 

Aufgabe. 

Sn ber Iperip&erle einer <£flipfe finb 2 fünfte H,' 

K gegeben ; (§fg. 9,) man foß einen 3*en $unft Z ber x ’ 
Sßeblngung gemog befiimmen, bag ber 3n&alf Q, b,e$ 
Sreiecf$ HKZ ein Max. ober Min. werbe. 

r 

SUflßfung. • - 

(E$ fei AB = a ble groge, CD =. c bfe fleine - 
Steife ber €ßipfe; FDT^ AB; AF =fc CD; FT ble 
Slbfcifemüinie; F ber 2 lnfang$punfr ber Slbfciffen x, ble 
juge&ärigen normalen Crblnaten bet £ßipfe foßen y, 
feie ber geraben £inle HK foßen * feigen. €« be*. 
gelegne a, ß bie €oorbinaten FG, GH be$ $unfte$H; ' 
feie FJ, JK fee$ ^unftcS Kj FJ ober y fei grä* 
ger wie FG ober «. 
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Sie gorm ber ©leic$ung für bie gerabe Slnie ifl 
nun z =a fx = r + tx, unb ba in '23ejle&un9 auf 
HK, für X = <*;. z == ß unb für x =i y\ z s= 8 iff, 
fo bat man jur 23e|iimmung uon r unb t bie ©lei# 
dmngen * : . 

ß = r -j- t ♦ « v/ 

, r .;a ä=x_4-fy 

roorauö r = i • =■— m> f» M alf» 

• . ; >•.< v«i v ~~ a •'/ * ; . 

ßy — a S 6 ~ß 

J-) Z =2 - j- ♦ x : < 

; 7 *-a 1 y— a 

bie ©leic&ung .ftlr HK tff«. -- . 

Sa nun ferner bie ©leit&ung fflr bie efliptlfc&e £i* 
nie befanntli# folgenbe ifl : 

< a ' , o _____ “ & 

2 ) y = ^X=-±— ♦ Vax-x» 

untir ben abfolufcnSBertb öerffanben, fo &at 

raan, wenn FL bie gefugte Sibfcifle borfiellt, fo ba§ 
L M unb L N bie jugebätfgen Drbinaten bet ©llipfe 
jinb, LP aber bie ber geraben Sinie HK i(I, 

3 ) PM = LM — LP 

4) PN = LP - LN ÖU ° ' ^ 

= r + tX — [y - 7 V ~ 



€$ ift aber 

PM.LJ 

A MPK = 



A MPH 



, 2 

PM.GL 



i alfo 



ä HKM «nt 



* r: 



‘ t v- 
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■i ' • 

5) HKM sst, Fx =' ’ 

C r‘- [t + 7 “ r “ **};: /; 

«nb iben fo . ; / 

6) HRN = ^ = ^y- 

= -? , ["HT^ ? + r+tx } 

©ott nun Fx ein Max. ober Min, »erben, fo er* 

‘ $dit man t: 

« r * = —.[-. 9 ==== - tj 

«nb ati$ F x = o enffprfngt 

* r - at i ■ . ■ • - 

® x — T'L 1 FVimT^J 

«nb för biefen 2Bere& oon xj ; 

_ . v — u 3 . (a 2 1 2 + c 2 )^ 

9) fK = — / . ' 

©oH aber y x «In Max. ober Min. werben, fo er* 
&dle man • / ' v , / 

. f 7 — “ r c a — 2X , .H 

10 ) y, x,= — . + 1 J 

unb auf y'x = o erßfebt 

I»x = i,[i+, ^=ä|== 2 ] 

«nb för blefeä x 

„ y — « Eia 2 ! 2 -^«*)!- * ■ a 

12) ^ x — -^T— * 



€$ <fl alfo ba$ SDreiecf ein @rö§fe$ für 

•• * = 7 [‘ + v^irs] , 



wo ba$ obere Beiden für baSSceietf HKM, baS um 
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W« für ba« Sreiecf H KN gilt, wie ffcb leicht au« 
benSSebfngungen F'x = o tmb V* = o erfeljen läßt, 
bann nnr 8; mac&t F'x unb nur ix; macht y'x iu 

3lua. 

$•33» * ♦ 



Slufga&e« 

bem einen ©cbenfel gd eine« gegebenen 5Bin* 
fei« dgk sstiß (§ig« 10 ) ff« 0 » Vwtt« c / d 9 e 8 e6en > 
man fett in bem anbern ©e&enfet gk ben fftanft f ber 
SBeblngung gemdß be|ilramen, baff' bet ©Infel cfd ein 
}Ha*, ober Min. »erbe« 



Slufldfung« 

f 1 

6« fei gd = a; gc s= b} unb gf = x, fo ijl 

. o:_ a. fa Sin 12 



T g df g =^^rr 0 ;Tgcfg 



mb «Ifo 



x — aCa»/? 

- « v 



b Sin ß 
x — b Cos/2 



‘aSinjS 

si4cf«l= ? .x=A«Tg— ^-Arc.Tg 



bSin /? 



j£>ierau« folgt 

57 0t?eC du== ^" in ^ ♦ ^2-j.b 2 -abxCosj3 x 2 4-a a -aaxCos&] 

unb d w .ss? o gefegt, liefert 

X Är v'TB, b. &♦ Cg : gf =s gf : gd 
tootdUf bie geometr, (Sonflruct. fogleid) folgt., 

§ur,x 3ss Y7b erbdft man nun noch 

3 (a — b) Sin ß 

d*u = -!— ^^ b _, 3CoJ ^ V r ’7b3*~- VTb 

fo baff alf» L cfd, für x == V7b ein Max. fff* 



t 



* 
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3fl cd =4= gk (g{g t ii), fo f<SCe mart Me 3?orma* 
. lett ch = dn = b auS c unb d auf gk, fefje cd = 



- i 



a — x 



hn==a unb bf = x; fo &at matt Tg dfh =: 

Tg cfh = ”■; alfo ; . 

|L . » . v' ( • 

u = Z_ c Fd = Arg Tg Are Tg — 

- x— a . 6 x f ; 

folglich 

' Su = b * [?Tb5-(— l^+bi] “* io = ? . 

fät 



jt f ä J) 

«ntfie&t foglelcfo x = -; bann d 2 u = — — ^ 

x = fo ba§ alfo Z. cfd, föt x = — , eltt Maxi- 
mum ifl, % 

\ ■ • , V «k» ' 

§♦ 35 » 



Aufgabe. 

<E$ ift gegeben iten$ ein SBInfef 2 /? eiaeö 931er# 
etfäi atenS ber Umfang bejfelben = 235 3tenS ble 
f&ebmgung bag In ba$ 93ierecf ein $rei$ foH befd)rfe* 
ben werben fännen; 4fen$ ble, bag aud) um bajfelbe 
etnÄreiä gelegt werben fann; man fofl ble ©eiten bef# 
felben ber Sebingung gemäg befümmen, bagp- btr 2fn* 
Mt bt$ 93lerecf$ ein Max. ober Min. werbe* 

. 2luflSfung* 

•Die ate 95ebingung liefert bei ben in §l$» ia an* 7 
gebeuteten 95ejeit&nungen ble ©leicfjung : 

1) x + y + z + w ^ 2a * 
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SV 



* * *• ’ -V 51 . t/ • ' 

• * * • * v ? 



w 1 
' '> l 



K 1 \ 



* '. *-■: -Jfiji 



•Die ite unb 4fc folgenbe: 

2) x 2 T f-y a — 2xy Cos^ j c?^s;z* + w54-3Z v w Cosa/?* 

2)ic ^fe aber giebt: v »“ : 

3) X + z =5 y + w* ' J. — x (cx 

u* SRun ifl ber S^.bedjöferf« 

= J x y Sin 2 ß \ zvf Sin 2 ß, unb 
u = xy + zw foll c{lt Max. ober Min. nwben* 

2lu8 1) unb 3) folgt 

4 ) * ~~~ ® |;j .1 IJ 

. e) w f= a — y . ‘ < 

«V TT ;;r. « *.,.■> , 

unb beibe S 33 ertf;e ftt 2) gefegt, fo et&dlf man 

; > •*', \ . •' • , r.*Co»-np-, __ .. a - 

-«•* ,•*«(*+!) + *» ♦ r+ cs« = «• ’ . 

' SBejeic&net man bec Äflrje »egen , , , 1 ‘ 

7) Z^~ß b / f» «ntfie&t au$ 6)^ y! v - , 

a ( a ' x \ , 

8) y = — r— unb fubtfitufft man nun bfe Sömbe 

f , a— — bx •* " !.;? * . . . 

Jät z, w, unb y «u$ 4, 5, unb 8, ln ben SJuSbcucf 
für «, fo entjfe&t: ’ *"* ’ ' •** ' 



u = a l -f a 



2 * X — 2 X* 4" b X* — * 5 



tiiioLJ 



- bx 



~ 3ßt d) 



unb bietau$ 

' ***' 

du (2 — b)(bx a — aax- 4 “* a ) * 



. (» — b x ) 2 



f4 si ii ' 



d u 



bic. W. 7- s= O entfprlngf nun .... 

dx > ,$' mi 

X — r ^ j - * * if .U i M 



ßt>er ben p«tfc für b «u8 7) fubfllt« 

10 ) x «= a ♦ 1 + Cns2 /±. S i n2 i- 
1 • V 2 Cos 2 /3 * - 

- a a ^ 08 / s2 jl2Sin ß Co »ft 
+ a ^C«s ß* ~ Sin ^ 2 ) 



» .1 , > 



~ t — > 
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5ß 

folglich, tntweber: ... < 

n) x = a -r— ober 



12 ) x = 



Cosß — Sin^S 
Cosß 



Co»/J,+ Sin,£, ' •. 

2Iuö 9 ) entfpringt für Me SBertfte bon x in U) 

unb 12 ) ", .. . < ; * ?. 

<J a u 8(a— b) (bx — a) 

dx» (a — bx)» 

unb b« 2 — -b, fo t»ie (a — bx)* immer pofiil» 1(1/ fo 
&dngt bftö 3<ltb«n fA« oon bem be« 2lu«btucM 

bx — a oft, €« ifl ober för ben SBertft ton * in ii ) 

1 4 ) bx— a = 4- aTg/J unb für ben ©ertft b Mix 

In ia) ifl 

15) bx — a = r~ a Tg ß " r ^ , 

bafter ber ^nftalt be<J ölerecf« ein Min.,'' wenn “x 

= ^r£l } elnMax - aber ' wenn *^C ^ßT^ß 
ifl. Slug 8)# 4) ünb 5) erftdlf man nun för$ Min., ol* 

*..CqM .. . - t 

mr. j.ir>gr, *, 

unb — « ’ 



fo für x-sl 



Co*/? — Sin£ 

a Co» ß 

y Ä X == c ZTß^Siaß 
- < aSi nß 



Cos ß — Sinß 

teeltfte SEBertfte fein S3terccf liefern, fb bogj o.lfb fein 
Min. flott fötben fonn* 

tCosß • 

güt* Max. After, olfo ffir x 5 = tXf 

gieftt ficft 



y = X = - lt( t^ — - unb 



2 



Cos ß^ Sin ß 



( 



a \ c . 

. 5 



Digitized by Google 




z ” vv = 



a Sin ß 

Cos ß + Sinß 



> ober 



I ö 
« w 



aCosÄSinJ* 

y = x = unb 

Sxn (,3 + Jn) . 

a Sin /j Sin J re * ; 

Z W Sin ((J + ^ 71) * - ' T ■'rill? 

©er 3nf>alt bfefe* größten SBferecfÖ ffnbet ficfr 

a* Sin /9 Cot/? Sin Jt* . * 

Sin(^ + J») ■ ’ ^ 

' *. 5 « 36 * r . .“.'j. 

■ 3 f <*&♦ .?<>■■ •- *$■ • 

n ©urcfc bfe *D?uttlplfcaforen » SKef&obe fommt matt 
ef»a$ Uidfttt Jura Slefultat. Sftan l )at nemllcfo ■ 

U = xy 4- (a— x) (a— yjr , s .•*. • 

= a* + 2xy — a(x -f-y) 
fo baß dfo rrr *-' 

a xy -n- ax rr-ay ein Max. ober Min. »erben (pff* 
©ie ©eblngungö*©lef(bung ifl ferner 5 auö 6) 
o = a* — ax — ay + bxy; fegt man ba&er 
9 = 2 xy — ax — ay + a (— ax — ay 
fo cr&dlt man * 3;äÄ 

« d-p V ‘ "b'^cs aeu 

ay — a + « [— a + by] 






d <p 



x r* 



- = + H. = T,6 



unb hieraus, wenn man « etiminire _ T ^ , _ 

"by — » i-H-ay \ J 

r «— > ober 

DX — •— ax __ ‘.1- ii.. 

a (a — b) fr — y) o ttprauS folgt * — y ; M^b 
fdjrelbt man bann in bie 52>ebingung!$7©ld(bung x für 
y, fo wirb fle bx* — aax 4 a * -== o £*:!«#* ff* 
im »or* $* v • . ~ '• / 



Digilized by Googl 




58 

folglich/ entweber: < 

n)x = , 

Cos ß — Sin ß 
Cos/? 

Iä > I1 = a co./i,+ s 

Slu« 9 ) 'ntfptingt fite 6 I< ®<rt5« »»» * in '>> 



T' %V. 



'n • ,, ; 4 . 



) ■ 



unb 18 ) 

d a ti g(a — ») 

I3 ^ dl^ ” ' C» — b*)» 

un t> {, a 2 — b, fo t»le (a-bx)’ immer pofitlü ifl, fo 
Hnt M Beiden fite bloi »on Dem be« SluSbrueM 

bx — a ab, « ifl aber fär ben SBertb tbn *' in u i 

14) bx- a = +aTg^ unb für tfrn Wuti) ***** 
in 13) ifl 

15) bx — a == a Tg ß ' ., w .. 

bflber bet 3n&alt &«* ®lete<M ein Min,, wenn x 

y\ gy V * CO« ß 

- ein Max. über, »enn x = 

tfl. 9iu$ 8); 4) nnb 5) »an nun futSMm., aU 

'■ ^ «jfoul - a ■ ; • • ' 

fb fut ^ — ro*Ä— sin/s ihr. ur,^ «, 



Co«/? — Sin? 
8 Co» ß 



y =?*-*- Co» /? — Sin ß 
z. 



unb 



v.s 



. < aSjn/? r '~ 

Z # Ä W — Co»/? — Sin/? 

oel^e SBertb« fein Sßterecf liefern, fobü^ü.lfo fein 
ülin. fiatt föäben fanm • v: 

<nC 0 iß_j_' 

§tte$ Max. Aber, affo für x r- Cotß^sinß* * 

liebt ftcb . 'JJ&LI* ** ' 

v ^ X =3 >c g£- unb 

y Cos^^i- Sin^ ! 
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w 



a Sin ß 



y = x 



;5 ober 
unb 



aSin ß Sin ! n 

Z ^ W “ Sin(ß + in)' 



1 0 



Cos ß + Sin/i 
a Cos/jSin J ?r 
Sin (ß -f £ !t) 

©er biefe« gr5§ten SBieretf« (fnbet ficfr 

a*Sin|9Coa/?Sin Jw _ ;; - . 

Sin(/3+ £*) 

• • §. 36* r ’.r. j 

* : B « f ja.fcß'4; n - ; Jf . -« ... 

n ©urd) Me (Nulefplf enteren * Sföet&obe fommt man 
elwaö leistet jura Dvefultat. SD* an hat nemlic& 

u = xy -f (a — x) (a— y)r , s .-v. • 

c=a*4-sxy-~-a(x «4-y) 
fo baf} alfo i . " - * ^ 

2 xy -f ax r^4y ein Max. ober Min. »erben fo&. 

©i« ©ebingung« * Steigung Ifl ferner; au« 6) 
o = a* — ax — ay + bxy; fegt man bafcer 
<p = 3 xy — ax — ay 4 - a ( — ax — ay 4~^*y) 
fo erhält man “ ~ a 

♦ dtp *1 " *'Ö .um Ct.'t» 

^ «y T“ a + * [— a 4- by] 

dtp * - 



^ = ax - a + « [_ . + UxJ = j». 
unb hierau«, »enn man <* etimtolrt 



fi ^ V> 



• by— a 



- = ^ ; ober 



bJt— . a »r>* 



VI* 



*.#*» Je,«. 



a (2 — (x — y) 5* o »prau« folgt * sajt j «t^b 

fcbrelbt man bantt (n bie $ebingung«>@lei$uil 8 v* 
y, fo »lrb ße bx* ~ 3 ax 4? a» =5 o u, f*J»* »je 
Im t>or« $♦ 



v.*, 
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$♦ 37 * 

Aufgabe:» 

Sßach gegebenen Dichtungen füllen in bem ißunft 
a gig t 13 brei Kräfte x,y,z angebracht »erben, »eiche 
vereint baflelbe be»irt<rn,:»a$ ; ble Äraft P in a her# 
Dotbrtygfc« «?urb«, ; .:$>ie ©urome u; , bet 0uubeate bie* 
fee 3 Kräfte foH aber ein Min. fein. 

* / y ~ ~r- IT Ä& 

Sluflbfung. 

sföit ber Dichtung wo P bilbe z ben L. a; x bett 
ß‘ y ben y, fo entj]eh*h ble SSebingungS^Sleichungett 
i Sin « =8 ' y Sin -y- -f-" ic ! Sin ß . ’ ?i I &3~\' 

2 ) x CÖ® if? *"f" CöS‘ y- -}- ü ■Cos a ss P • ■ ■ *13 

unb au* ihnen cr^dft man • - ' 

PSiny / ■ 

3 ) Z -r- ^ ^ 



Sin (a + y) 






, n x .— c - hx/ • * 

47 y -, £»&+'>, ^.iwv • 

folglich. .,3 «j Cm J„ ; 7/ .; ...; - ;rr f ; •* 

V , 11 RJP*. ; = ** dr TL b *)* -fc C c ,“ hx ) .» . al (° 

^ " du == 2X — 2 (a — bi) b — 2 (c — hi) h 

- *1 •• '* •• I t 

unb au* du = o folgt ( * # 

<) "iSt tl_ ik 4- £ •»* i -r* i — V 2 »€i _ 

«) x = — . „ . — , ober, »erin bie SSBtrtbe ffir a, b, 
e, h gefeff tberberf“ n 

p Sin« . Sin (a + ß) + Sin» Sin.{y—ß) < ; 

) X ’ Sin (u -j- ß) 2 - + Sin + 5in (y — ß) % 

JDann au« 4) ~ ' ■ . VJ , av 

_ SinaSinC« + y) — Sin /? Sin (y — f) 

•j*) ■ y * Sin (a + ßy + Sin («+ y) 9 + Sin (y— £) 2 

utib : au* i-3c «> » i»! Ti^rx* * v» / < ■ ! | 

irC.-"* ‘t» • v’ Sin^Sin(B+/5) + Siny£|in(^+y) ^ 

W"'- ,P • Si n( . + ,K + 5m(.+ rti + Si»0'-«* 

.. f ' ‘ 
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Sinn folgt ferner, au$ 
cl U = 2 x Ci + -f- h a ) 



ab — c b * 



\ it 



d a u =s z (i + b* 4 - h 2 ),*tteldjer 2lu$brucf Immer 
pofitto Ifi, fo fcag «Ifo ein Min. gefunben iff» 



:t-jr 



\ §. 38. ' , 



Aufgabe. 

Um einen gegebenen Ärelä jum JPjalbineffer == r 
dn 23ierecJ ju legen, welche* einen befltmmlen SBtnfcl 
zß unb beffen 3n(jalt ein Max. ober Min. iff, 

• SlufU fung. t 

«Bel ben in gfg» 12 angebeuteten ^ejeldjnungiu 
entfielen wie in §. 35 bie ©lelcfoungen 

1 ) x 4 " z = Y + w 

2) x 2 -f“ y 2 — 2xy Cos 2 ■?= z 2 -f- w 3 -f-2z wCosa^S 
unb, au$ $. 274 meiner ©eom, folgt: 

. V".\yzw 

3) * = —4.-.- 

SSilbcf man au$ 1) ble Stellung 1 • 0 ■' 

x — y = w — z, quabrirf fte, unb fubtrafilrf ba$ 
Siefultat bon 2, fo entfle&f nacf>2lnwenbung ber Formeln 
1 -p Cos 2 ß = 2 Cos ß*\ 1 — Cos aß = 2Sin£ 2 ; 
ble einfache ©lefdjung: 

4) zw =xy ♦ Tg ß*; ■; . . 

fu&jiituirt man nun &ferau$ w in 1) unb 3) fo ent# 
fle&t » - • ■ 

5) (X + z) z = y (z + X Tg ß 2 ) 

6; (x-{-z)r=xyTg/? • . - 

»rtb bec Quotient beiber ©lelc^ungen, giebt 

„ ‘ xTg/S* ’ • ! /• 

7) z = r ♦ — , 

xTgß<—x 
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©e&t man Mefen SBertg In 6) fo ergiebt ft# 

» «J* + •**** ’ 

(Sä iji a6er ber 3n&alt bed SBitrccN, ober 

Sin 2 ß 

9) F =s= — - — ♦ (x y + z w) unb fegt man in biefe 

@lei#ung, ben 5Berf& für zw aud 4) fo entfiele 

10) F = x y Tg ß, unb cd Ijl alfo, na# 8) 

rO F = r . [x+ r Tg /)> . . ■ 

I » 

£leraud entgeht: 

, S )aF= r .,[. + rT S(S *.^S^-^' 

(»Tg/8-r)»-(rTgfl» 

"* r * (x Tg /?—«)* 

unb and dF = 0 folgt, entwebec 

, J + T s/>. 



-*Te<n 
-r) 2 J ' 



lg) x 



Tg^ 



} obcc 



1 — Tg/? 

«O? JT 

Slud 12) erglebt ft# nun no#, für bleSBert()e oott 
x In 13) unb 14) 

■5) d ‘ F = ,^r;* a(r ° fJr I3) a- 

16) d J F = + 2, unb für 14) 

,^) d*F ss — 2, fo bag alfo für ben 5Bert& in 13) 
F ein Min; für ben Tn 14) aber F ein Max. iß» 
görd Min., b. b» fuc . 

•* = * . = r C> + Coes fl 

cr&dlt man nun no#, aud 7) 

z = r Ci + T ff ß)i bann aud 8), ' 



I 



y .e= r (i + Cot? ß) tst x; uttb and 4 ) \ 

w = t (r+ Tg ß) = 2; enblfeb ben Sfn^alt 
biefei fieinfien QSferecM, ober - — 

F = J r* , [1 + Cosete 2 /?]» 
gört Max. aßet/ b. ß. für 

* s= 1 * ^jr == * C Got S ß — 0 

' «BtW {tii - , ; 

z 55 = r t [Tg ß — i]- , 

T = 0 

' w = o • 

fo baß a(fo lein Max. eylfllrf* : 

< \ * ’ 1 ' r 

§* 39* 

Aufgabe. . ' . ; 

<£b finb bie SBinfel eineö 33ferecfö unb bet Um# 
fang gegeben, man foü bie ©eiten bet SBebingung ge» 
mög beflimmen, bag ber 3nßalt beb SSierecW ein Max. 
ober Min. »erbe. 

•i) 1 >• . 

■ Siuflöfung. ... : • 

S3el ber in gtg. 14 angebeuteten gjejeidjnung ffl: 
x Sin d = y Sin y -j" x Sin C“ + Unb 

wSin <? x Sin a — y Sin (« ß) 

folglich, wenn p ben gegebenen Umfang bejeiebnef, • 
p = x -{*■ y +** + w ob« nach ©ubfiitutiott ber 
SBertb« för % unb w, 

pSinA=s[SinafSin(5'-i-SinCaf^)3xf(SinöfSin/4Sin(^fy)]y 
woraub, nad) Sfvebuction 

p Sin — = 2 Cos — - Sin - « x -j- 2 Cos — Sth , y 

r % 2 a 2 a 
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6 # 



«Ifo 

1 :• 



Sin — i€«‘— Sin .x / 



y = 



folgf* 



• \ 



a Co. 'H. . Sin a -±± 



SRuit ift a&er ber Sfn&alt F beS SSierecfS 

i s | xi Sin « + 1 y w Sin y\ ober 

f”Sin/ ' Sin ((3 + f) T 
S F = x Srn « . (_ s — . , - 



:r 



< . 



I o" rsin a Sin (o -f- ß) "1 

+ y s ‘ n »'.LsSTj • * “ -ssnr-^J 

ober aud) 

2 F Sin t5“= — Sin ßSinC^-J'J')^* — SinySin(«+/S)y* 
' -f- 2 Sin a Sin y t x * y 

unb, »leb ber, fdjon burd) x auögebrücfte SBertfc oort 
y ln blefe ©lefc&una fubjlituirf, fo enfjfe&J, na<$ elni* 
ger SJeremfadjung 

J>in ) C°® • Sin S 



£ Co« — 



-♦Fa 



-Sin — .[~Sin — Cos — j" Sin ^ Cos ^ fSin -- Cos ^-1 

2 |_ 2 St L a 3 ,2 2 j 

+ Co»f Sn L [sin ^ Cos ^ f Sin ^Co.f]] x* 

•J-pSin— Sin— P Cos — Sin— 7 Sin — Cos — "1 x^Conat 
* 1 a sL st a a a J 



unb (>ierau$ 



Sin '^ r — Co* — . Cos — - n 4- y 

..._J X : r =_Sin^±iSin^±i.x* 

a„ß 2 2 



Cos — . Cos — 
- na a 



-4- p Sin — * Sin — ♦ x -f- C 
1 r « a 

Sßnti 
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■? Sßutt “«8 dF = o .werben, unb bieg gfebt 
*♦’" * Sin £~r* Sin ^tl.x-t-pSin-?l Sin — — 0 

* a a 

J_- ■ ai p f Si “ I 

«1(0 x = — 



3 SinfL+2 sin i±T* 

3 3 



ferner; 

Sin Cos — Cos — 



Cos— Cos 
a 2 



— 2 Sin 



£ 

. f + r 



• d*F = 
Sin^ 



5 ülfo 



a Sin-^Sin^l Co , f Cos l 

2 3 2 3 

Sin Cos — . Cos — 



d 1 F = — 



€$ flnb aber bie ©rögen Sin sin Sin^ 

2 ' 2 2 

$ter immer pofitib,. unb folgli# i(t bio$ ber pofiiioe 
ober negatioe SBertb, oon 

Cos — Cos - 

3 2 



Cos —Cos — 
2 2 



|tt beurteilen. 

3fg nun, jeher ber 4 SBinfel a, ß, 7, d Heiner wfe 
*/&♦&* bat bag SSierecf feine einwärts gebenbe dürfe, 
fo i|i r immer negatlö; wenn aber einer ber 4 QBinfei 
gräger wie ?r ffl, unb einer fann nur groger wie n 
fein, bann iff r pofitfo. 



gur x ss 



p Sin — Sin — 

^ 3 

8 Sin t±l Sin t±X 
2 2 



€ 



Digitized by Google 




I 



ffl bAÜVtln 'jrtet b«t 4 fcßtnfd fiel* 

«er wie re; etn Min. aber,' wenn dn« betfelben grd# 

- * * . , ‘ V V '? 

fjec «ie re ig. . - . ■ ‘ t ‘ ’ . 

£>ie gcraieltuffir bie 4 ©etten taffen ftc& fo$ 
genbergeftatt audbröden: * * 

' ' . y <T ' • ' 

1 Sin -£• . Sin — 

x ±= p * — . ober «•$ 

p lSi „e±i.si,.ä±i ■ 

a. .i 3 .... - 

Sin ^ . Sin ^ 

* ^ «4-r q . “4-^ 

a a 



y = i> • 



z = p 



- Sin — Sin — 

2 2 

ß + u jS + <* 

2 Sm — — . 5in 

2 3 

Sin ^ . Sin — 

>■ 2 

> Sia i±£ . Sm i>_T 
2 2 



Sin — . Sin — 

i ._ ‘ 2 2 

w = P ♦ 771T7. ; 



»jfcdi.fti+i 
2 2 



unb bie ©rdge be$ be$ SSicredd fite blefe 

SSBert&e cr^dU man = 

/ ? „ Sin — Sin - . Sin — . Sin ~ •' 

p* 2 2 v 2 :» 

T * Sin 1+1 . Sin a Jrl.Sin a -±l* ' 

.3 3 2 

' §.40,'" 

Aufgabe« ' ' ‘ ; 

€$ »Irfen n ber Sage unb @rd£e nac& gegebene ■ 

* ) 
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prüfte, welche mit ihren Sücbfnngglimen «Oe (• <J»tr 
€bene liegen; man foO ihr 23egteben , tiefe gfttut ln 
^Bewegung |u Gingen, butcb 2 fic&fte, Welch« mit i&, 
ten IRUbtungen «a<b in blefer €bene liegen, unb burch 
9 gegebene“ fünfte berfelben geben, im (ÖlefcbgeWicbt 
erhalten; bte 9?lcbtung$linien tiefer beiten 5?rdfte aber ' 
ber 5B,£bingung gemdg begimtnen, tag bie ©umme bei * 
ber, ber Eage unb ©rdge nach, ju gnbenben Ärdfte, 
ein Min. wirb» 

Slufldfung. 

fei Sfg. 15 bie <Jbene; n ein ißunff ber Süd)* 
fung ber einen ju begfmmenben $raft, berert @rdge 
bureb x, unb m ein $unft ber 3iid)fung ber anbernx. 
ju begimmenben $raft, beren ©rdge bureb y auäge* 
brüeft werben fofl; in SBejiebung auf bie gerabe Einie 
nm, fei ba$ ©egreben ber gegebenen Ärafce, bieSbene 
nach ber auf nm normalen 9ifd)tung, unb jwar nach 
pq, ju bewegen, b, b* bie ©umme ber IJJrobucfe au$ 
biefen gegebenen 3?rdftcn in bie Sinusse ber ©Intel, 
welche ihre 3tfd)fungglinien mit nm bilben = A; ta$ 
©egreben aber, bie Qübene nach nm $u bewegen, nem# 
lieb bie ©umme ber iprobucte aut biefen Srdffen in 
bie Cosinusse ber ©infei, welche Ihre 3licbfung$linien 
mit mn bilben — ß; ferner beselcbne C ba$ ©egre* 
ben ber gegebenen Kräfte, bie Sbene um n unb jwar 
nach ber Diicbtung pq ju breben, alfo: bie ©umme ber 
QÄomente in ©esfebung auf ©rebung um n nach pq. . 

£>er Slbganb nm fei = a; ber tu begimmenbe 
©Intel, welchen bieSiicbtung ber^raft x mit nm bil* 
bet fei = a; ber, ben bie SJUcbtung bon y raltaim 

* € 2 
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fo fff ba« SStflrefercon x unb y jtir 
Regung natft ber Sif^ang Ctticbt^q) = x Sin o 
+ y Sin ß\ taä, nad) per SKidjfung in n (nld)t *n m) 
r=;x Cos a + y Cos ß, unb badvfu t 2 )te&un'g uro n 
’naef) ber 3 ttd)fttng qp (nid)t pq) fc=s a-vy Sin fc unb 
tS finb ba&er juc Sßefitronrung tton a, ß, x, y bfe ©lef* 
cb/ungen: 

1) X Sin a + y Sin ß = A. 

2) x Cos a + y Cos ß =: B. 

3) a y Sin ß = C. , , • 

4) p = x + y = Min. ju erfüllen« 

(Slrmlnfrt man auä ifrnen x, y, fo «ntfle&t 

. aA-C ” i ‘ 

5> 31 = rsi™ 

« y = nh 6ie : 

Seiten *« irfüHenben ©lelc^ungen flnb : 

7) aACosaSin,/i , -j-CSin(a — | 5 ) = aB SiiiaSin/S 

o\ p __ 1 — - — = Min. 

' a Sin « * a Sm ß 

2 lu 4 7) folgt; aA — C burc^ D auSgebtücff/ 

D Cos a Sin ß -J- C Sin a Cos ß = a ß Sin a Sin ß 
unb f)Urau$ 

C 2 Sin a 2 (i—Sinß 2 ) = (a B Sin« — D€osct) a Sin ß 2 } 

ölfo ' ‘ . s - 

9) Sin ß V " c 2 5 i n a i 4 . ( a JJ *>in a — D Cos a)^ 

unb fe&t man biefen QBertfj in 8) fo «rgiebf f!d), 

» p D -f- V-C 4 Sin «* -4" (* B Sin a — DCos «)* 

h * £>ia u 

unb Ijferaud ' 



i 



r >• 



d P C 2 Sin a Col c 4“ (aBSin g— DCo<«) (aBCoig+DSina) 



r C 2 Sin « 2 + (a li Sin « — 



' C 2 Sin « 2 *f (a Li Sin « «*— Ü Cos u 



a Sm a a 

©le ©teic$ung ^ gie6t nun: , ' 

C* Sin a* Cos o + Sin a [» B Sin a — D Co»a][*BCo»a+DSina]= 
D Co* a .V C 2 Sina* + (»BSina — D Cos a ) 2 -J-fC*Sin o* Cosa 
-f- Co» «[* B Sin a — D Co* a ] 2 

ttnb fcitraug : : 

[»BSina — DCo»cJ[Sin«[»BCo»afDSinn]-Cosa[aBSinn-DCoio]] 
=: D Co» o . V C 2 Sin »* + [* B Sin «— D Co» a] 2 ; ofcft > 

(t B Sin a — D Co* o ) 3 = Oos a* [C 2 Sino 2 -f- (»BSiikt— -D Go»o) 2 J 

unb $ferau$ 

[*B Sin«— • D Co»a ] 2 =* C 2 Cos a 2 ; (lifo: • 

• B Sin a — D Co» a c C Co* «; folgltcf) 

18) Tg « = jp 

2Iu< ii) ober 

dP D «BSina DCasa — Co*a.V~fc 2 Sina ' 2 






wmwiv~=* fr Tb itf fett« 35 e(lre 6 ?n ton x unb y 
Tönung nt$ bet SRIc^fnng <j p (ttldft 'p q) = x Sin o 
+ y Sin£j fc«d, na<t) i>« SRtd>füB8 BQn (ni^tTita) 
S=:x Co# a + y Cos ß, uitb ba«.|ue ©ret>utfg unt n 
had) ber Diitbfting qp (nid)t ptj) t=sa * y Sin,?, unb 
d finb ba&et $ur Sßtfitratnung t>on <x t ß, x,y ble €HeU 
({jungen: 

1) x Sin a + y Sin ß = A. 

2) x C09 a -f- y Cos ß = B. 

9) a y Sin ß = C. ' , , 

4) p = x + y = Min. ju erfaßen* 

Slrmlnfrt man auä tfrnen x, y, fo 

5) x = 



a A — C 

a Sin •<* 



6) y = 



nnb bie 



a Sin ß 

Seibcn ju tefußenben ©leic&ungen finb: 

7) a A Cos« Sin;,? -p CS in ( a — ,?) = aB SiiiaSin,? 
aA — C . ‘ C 



8) P = 



+ 



= Min. 



a Sin u 1 aSin ß 

, - P . 1 

2lu$ 7) folgt; aA — C butd) D auägebrficff, 

D Cos « Sin ß -J- C -Sin a Cos jS = aB Sin «Sin/? 
unb Ijieraud 

C 1 Sin a a (1 — Sin/S a ) = (a B Sin a — DCos«) 2 Sin ß * ; 

ölfo ' ' . . - 

9) Sin ß = y- c2 Sinu2 4 .^B 5 nr« - D Cos «) 2 
unb fegt man biefert ffiertfj in 8) fo *rgi«bf fid), 

__ s T, 1 D 4- V“C* Sin «* + (a B Sin a — DCos «)* 

IOJ xr •— • 1 ■ - ■ ■ . ■" - - 

a • Mn a 

unb fjferaud 
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v d P - C 2 Sin et Col a -f~ (affSin'« — DCoti») («BC osn-f DSina) 

"dB - " «Sin u .i^cf 2 Sin a* + (a Bliin «— "B Cos «)* 

D Cos a 4* Cos a . V C 2 Sin g 8 (a li S in « — D Co» « ) 2 

”" r ‘ a Sin « a * 

t g -» j " * dB 

Die ©leicfcung — gie6t nun; , 

C* Sin « a Cos a -f- Sin a B Sin a — DCosa][*BCosa+DSitite]= 
D Cos a . V C 2 Sin a* + (»BSina — D Cos a) 2 -f<C 2 Sin «* Cos a 
-$* Cos «[>B Sin « — D Co» c] 2 

unb &lerau«: 

[tBSina — DCoi«J[Sin«[*BCoscrfD3ina] -CosafaBSina-DCoi«]] 
= D Cos a . V C 2 Sin b 1 + [sB S in a — D Cos a} 2 ; obtt / 

(i B Sin a — D Co» o) 2 =x Cos o* [C 2 Sin« 2 +■ (»BSina— DCo»«)*] 
unb Herflug 

[*B Sin«— • D Co*«] 2 =3 C 2 Co» «*; alfo: i 
*B Sin « — D Co» bcC Co» a; folglid) 

•. i « * ' 4 

A 

ia) Tg ec = jp 

2iu« n) ober 

dP D aBSina — DCaso — Co»a.V _ C 2 Sina'®f (»liSin«— DCosa) 2 
da a Sin a 2 . V* C 2 Sin a 2 -f" (* B Sin u — D Cp* a) 2 

folgt nun, ffle ben für « gefunbenen SGBertfe 

d 2 P d rA , _ _ _ AD 

TT = TT [A Sin ß -f B Cos a] = — 

d« a C * CSin« 

A 

fo bag alfo, föc Tg « = — bie ©urnrne x + y ein 

Min« ifi« 

2lu$ 9) f>af man au$ noc$ 

Sin ß = Sin «, folglich 

entweber ß=a ober ß + a = n\ bann, au$ 5) uttb 
6) ble 0 röge beö Min., ober * + y = 
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» tf.'y , 



'$4*. 

. .,»• > ■ • ,, «. v 

n>. 3 •» f « 6* . 

3Jad) §. 14 €rf>dlf man au$ 7 ) ttnb 8 ) ober 

D Tg ß -f- C Tga — aBTgaTg^==o unb 

P = [D Coseca C Cosec ß] = Min.. 1 . ) 

X>i« IBlelcbung ‘ ‘ •' < ^ i 

P=2-Co9ecöf— Coaec/Sfn [DTg^fCTg#— aBTg«Tg$} 

= Min. 

.. 

jp n ' 

— =3 — — Cotg a Cosecafn [C Seca* — aB Tg^Seen’] 

jp p 

— = Cotg ß Co&ec ß j- n [O Sec — aB Tg« Sec/J *] 

.. 

unb$letau$, tbemt man n eliralnlrt ' ' “* :i . 

CSeca* — af$Tg|9Seca* D Cotg a Coseca ^ ' Kffe • ' l 

DSec/J 2 — aBTgaSec/? 2 C Cotg/9 CosecjJ^ 

l)CSino 2 Cos^ 2 [CCos 1 3-aBSin/3]=DCosa*Sin/S 2 [DCo««-aBSinc<3. 

f <E4 »erwanbelt p<& aber bie erpe ScMnaunaöiQUy 

• ». i 

4&MI0 lefc^t in .. . x . .. . , . . 

[DCos u — a B Sin «] Sinß— — C.SinaCos/?; ober, Itt 
[C Coa.ß — a B Sin ß] Sin « = — D Cos « Sin ß ^ 

ttnb fubpltnirt man hierauf ln i, fo &at man foßUlfy 
fi) Cqs a *3 Cos ß 

alfo a = ß, aber niebt « + ß =3 n ; u« f« »i, »elc&e „ 
Slupöfung bequemer ip. \ . ^ 

■ • , . . :• " • •' r • - 

, $• 42* 

• , 

Slufgabe» 

3« ber falben 5Perip^erlc P N 16 eine$ ffei* 
«er«» greife* einer Ängel bewegt pc& »orn &$$pen 
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$punft P herab, da tyunft gUi$firmi*; r man foll fn 
tiefer hai&t“ ^Peripherie PWTN ben $unft W an# . 
geben, in welchem bi* (Sefcbwinbigfeft bei Entfernend 
eon bem gegebenen $5oi a ein Max. ober Min. i|i. 

' 2Iuf l§fu ng. ' ( 

fei V ber^ol i» PWTN; ber£albmeffer bet 
tfugel = x; bec S&ogen AV = «; ber V.N ^ YP 
' b= ß\ bie gleichförmige Bewegung, womit ftch her 
ijjunft fron P berab, bewegt, fo grog, baß in jebec 
3elt#<£inbeit Jber SBInfcl a y burcblaufen werbe; R. be t 
QJIittelpunft bei Heineren greife*, unb Z.PRW = xj 
WRT 5 = zy, folg.U€h wenn burch W unb T iparat# 

Uff reife (um fei A gefegt werben, BD k‘C £ bie 
Entfernung »am <Pol A währenb ber 3?i|» Einheit/ bie 
in bem ÖlugenblicE beginnt, wo ber bewegte 95unft in 
,W angefomraen fff« Um nun ben ipunft W ber grog# 
ten ober fünften ©cbneHigfeit, in 23«ife&ung auf Ent# 
ferJung »om *pol A, ju erhalten, fuehe man benjenigen, 
für welken ber 2Beg BD in ber Seit- Einheit ein Max. 
bberMin. ijl, unb feße bann bie 3elt* Einheit, aifo auch 
ay = unenbfich Hein* ’ x 

■ tRun ift aber im fpbärif<&en £>tei«f AVW 
‘ Cos AVV = Cos AV . Cos VW+SinA-V . SiaVW.CosAVW, 

unb in bem A V T ... 

Cos AT = Cos AY . Cos VT + Sin AY .Sin VT . Cos AVT 

ober: wenn 95ogen AB = gj 2?ogen AD = /< ge# 

fegt wirb, . j 

Cos q = Cos cc Co* ß “f* Sin a, • Sin ß_C‘J8 x Ünb , 

Cos ft = Cos « . Cos ß 4" Sin « S'm ß Cos (S y + *)* 
unb d fott ft — p = Max. Ober Min. gerben* 

• - \ . ■ * 
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2lu« bcnffierfljen fflrCos^ unb Cosg erglcbt'fö 

SinaSin/?Sin (jy + x) 

l) = 



a) d e = 



Sin n 
SinaSin/JSinx 



folflll# 



Sin q 

3 ) d fi — 5 Q — [SineSin(2y-fx)— Sin^Sinx] 

unb au« d/n — dp =o folßf : 

4) Sin q Sin (ay -f- x) = Sin ft, Sin x 
unb (>ierau$ 

Sin(2yfx) a — Sin(2y-f* x ) a Cosß*=Sinr 3 — Sinx a Cos / u*; 

ferner 

[Sin (»y -]- x) -|- Sin x] [Sin (2y -j- x) — Sinx] = 
[Sin(2yf x) CosgfSinxCos^] [Sin(2yf x)CoSQ-SinxCo8//,] 
ober, wenn man bie SBect&e ffie Cos g unb Cos fub*. 
fift« unb {uglelcfy bie Formeln 

cc - 4 - ff Ä | — jff » • < 

Sin u -f- Sin ß — 2 Sin — - — Cos — - — 

Sin « — Sin/S =s 2 Cos Sin - — ^ 

Sin s a =; 3 Sin a Cos a antoenbef, nad) £>lelf?on 
mit 4 Sin (y -}- x) Sin y; 

Cosy.Cos(y-j-x)= [CoscsCos^Cosy-f SinaSin/?Cos(y-f xj] t 
, [Cos a Cos ß Cos (y -f* x) -j- Sin a Sin ß Cos y] 
folglich ' * • ' • 

Cosö'+’O* - CosWi) 

■f Cos y a = o 
unb hieraus 

5) Cos (y-J- x) ss Tg « . Cotg ß Cos y 
fo wie au<# 

6) Co« (y + x) =5 Tg ß Cotg a Cos 7, ! • •• - * ' 
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486 weiten fformeln für eine uUenblicb Heine 3elf# 
• €(nbeif, alfo für zy = o, flc^ ergiebt . 

7) Cos x = Tg « . Cotgß unb auch 

8) Cos x 3= Cotg a . Tg ß, 

Sa« Stefultat 7) giebt für Cos o bet) «ffiettb 

Co « ß V ' - • »* 

Co« «* 1 , 

Sa« Sflefuttat 8) aber, giebt Cos o = £^* 

Co» /3 . 

$5«ibe fünnen alfo tiic^C jugleid) fiatt ftn# 
ben; ba« er fl ere nur bann, toenn in abfolu# 
tet ©rüge Cos/ ■< Cosa; ba« 2te aber nur, 
wenn Cos Cos a t ft* 

§ür ß=<* fallen belbe SKefulfafe in ci4t« 
Ittfammen, b* b« ber gefugte Ort liegt in 
bera $unft P aber A. 

9tnn ift ferner für dp — dg = oj bie 2 te Olblei* 
tnng ober d (dp — dg) = 

sin U Sin ^ ^ [^* n 9 Sin (2 y -f- x) — Sin^Sinx] 

unb ba, a, ß, q, ft burtbau« <rc finb, fo bangt alfo 
bec pofit. ober negatioe SBertb ber 2ten Ableitung blog 
Don R = d [Sin q Sin (2y -j- x) — Sin /t Sin x] ab* 
€« ift aber R = 

Sin g Co« (2y+x)+Sin(2y+x)Co5f . dg — Sin/«Cosx — SinxCos/uljt* 

ober, bie SBertbe au« i) uub 2) für dp unb dp ge» 

f«Öt: . ‘ ; 1 , 

R = Sin p Cos (2 y -f- x) — Sin p Cos x 

, SinaSinySSinx SinaSin/9Sin(ay+x) 

tSu>(2rfx)Co S , 5— SmiCüs/t . 

Sie Sßerbinbung ber beiben legten ©lieber liefert. 
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oena ffir Coa q unb Gos/t bU 8«f<§t, auc& 

* inx fflr. Sin (au$ 4) 0<fc^de6en wirb: 



Sin q 



Sin fi 



sSiiiaSiti^Stii;/Smx 8a Cos ß Cos^+x) + SinaSin/Cos/U 

Sin q . 

j .’ ; Ä l ,* Sind Sm'(ay +>x) 

5 fe 23 «rbinbung bec b«iben erflen 46er: — — 

* ■ * • 

föt Sin fl (ttacfc 4) 8ef<W«&eß> — Sin g ' > 



»ab man fctft alfo 

«.I Ji 4 rSib «SiojS CosrfCoA^Sinx Co»(y-f i) 

0) R 5=: Sin 2 v • I ^ ^ 1 — — 

?! 3 0 ) !: L . Sin- p Cos y 

• • , Sin° 2 Sin,;^Bi __ 5il£~| 

' Sin(* SinxjT . r . 

. SBfrb nun in 9 ) 

1. Tg a Cotg ß Cos y ffltf Coä (y -f- x ) fo Wlte 

' 

. _ Sina 2 Sinx? — Sin o 2 • ’ 

JO) E = Sm 2 y t - — 

•*, ■ - * . Sin p Sin x " 

fo ba§ alfo ber pofltfoe Ober negafibe $ 8 errt> btrf <8 
SluÄbrucfö/ ganj boa b«m 3 eit$eij bec Dfferenj 
D = Sin et 3 Sin x* *— Syxg* ab&ängf« 

’ *’ (£3 ifl aber • * ' / . / 1 ' ' * 

Sin x* = I — Cos x* = 

^ ^ ■ , Cos a* Sin p* — Sin«? Cotfi* 

1 — Ts a 2 Cotg ß 1 = ■/« rv — 

6 Cos ** Sin ß 2 

— ~ Sin (a -f'^)'Si n (e fi) . V . 

‘< : j JCdsoi 2 Sin ß* * >?: .'Ji > . v‘j; >i 

C. ^ , CosjS 2 . Cos« 2 — Cos#* 

- Co »« 2 • » Ca* 

folglich ■<.’ - 

^ . Sina 2 Sin(«4- ( 9)Sin (a — ß) Co»«? — Cos ß 2 

Co »« 2 Sin £ a Cos « 2 
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Sin o 9 Sin (a + ß) Sin («— ß) . Sin (<*•+■ ß) Sin (a — ß) 



* 3J ; Cos a 2 Sin ß 2 
Sin (a + ß) Sin (« — $) 



Cos «» 



— „ , (Sin ß x — Sin 6») 

Cos « 2 Sm ß 2 

, rSin (g + ß) SinCa- ^~l a 

V ~ L Cos a Sin ß J ' * . V1 

' unb alfo bie ©efchwlnbigfelt «in Max. für Co* x = 

Tg « . Cotg /S* c * . ’ J ' 

SBitb ferner in 9) 

j‘. * - « 1 % * t * 

II. Cotg a Tg ^ Cos y fär Cos ( y -f x ) 8«f«8f/ f» ent* 

W* 

R = Sin 2 7 . Sin<9 Sinx ‘~ S ' ~ - unb bfe SMffcrenj 
Sinß*Sinxf — Sinp* wirb, nach ©ubflitution berUBer# 

»S» f i[ Sin x * Sto e 1 <* m > - ' 

fo baß alfo ble ©efchwlnblgfeltf für Cos x = Cotg a 
n Tg ß ebenfall* «ln Max. fff. 



» *) 

- 1* » 



S* 43« 



Slufgabe. 

€8 Ifl «Ine gerab« State KL = c (gfg. 17) gege» 
ben, «nb In Ihren (Jnbpunften K,L ftab bte unbegrSni* 
ten, «nf einerlei ©elfe oon KL llegenben Normalen 
KP, LQ errichtet. Sflan foH burch ben, jwifchen KP, 
LQ unb KL llegenben $tanftT, gegeben burd> bleSlfe* 
fciffe K N = a unb ble rechtrotafllchte jDrbinate N T 
=a h, biejenlge gerabe Sinfe legen, für welche ba* tpro* 
buft, ber bon ihr auf KP, LQ oberhalb KL, abge# 
fchnlttenen ©töcfe ein Max. ober Min. tjf. 
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y V * • aiufldfnng. 

Sie verlangte £fnle treffe II* K Iti ber SJetldnge* 
jung linfS K unter hem SSBinfel x, fo tfl ba« auf KP 
abgefd)nl(tene 6tü(f == b — a Tg x, unb baß auf 
LQ abgefcbnittene = b + ( 6 -— ») T S x t folgllety ba« 
frobuct, ober ... .• X / x ^ ,, ; " / 

u = b* -f b (g — 2 »)Tgx — a (c — *) Tgx*j 
, unb alfo 

du=b(c — sa) Sec x* — 2a (c — a) Tgx Secx a . 

• 2tu« du = o folgt bann fogtelcb V f 

T g x=y^4 : : 

, X • * % r •- ' - •• J ' . 

gfle blefen 5Ber<& ton x i|t bann 

d a u = — 2 a (c — a) Sec x* j feJglf<& ba« ^fObUCt 
ein Max» 

Sa« ®töt f auf KP er&dlt man . - ; $ 

— . — . unb alfo 1(1 bieöleic&ung fSr ble gefunbene 

2 (C— •}* 

gerabe £inie, ble Slbfciffen t>on K ab, auf KL gemef* 
fen, burd) y, bie $uge&6tfgen rec&twinflic&fen Ccblna# 
ten butcb z, auögebrucff; 

bc , b(c— 2 ») _ 

, + 7 T 7 T”I\ ♦ y 



a(c-a) * 2 »(c — a) 

3(1 a > c; etwa a = c + e, fo er&dlf matt 
fßc u ein Min. wenn bie ©leicbung 



bc . b(c + 2e) ß«ha# 

z = - — + T7773.— y pnbet» 



..•1 



2e(c + e) 

3(1 a sä v — • e, fo man. ebenfaß« ein Min., 
unb bie ©leitfung (fl 



bc 



b(c + ae) 

3 (c-fe) s e (c + e) 



♦ y ♦ 
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©ofl bie ©umme ber Qtwbrafe ber abgefcfcnffte# 
nett ©tücfe «In Max. ober Min. teerbea, fo «rglebf flc^ 
«in Min.# filc : • - , 

bc(c — a) + l)(H- c)y 
»* +.(i — a) 4 

§• 45- * ' . • v; 

Si u f d a 6 c. 

€3 lg «Ine scrabe 2lu& KL = c (gig. 17 ) gege? 
Jen, unb in Ihren Ccnbpunften K,L flnb bie unbegrdnj* 
<«n SKormalen KP, LQ errietet. Sttan foß burc& ben 
Ittfftyen KP, LQ unb KL liegenben ipunft T, gege# 
ben butcfc bie SHbfcljf« KN = a unb bie redjtroinflid)fe 
Drbinate NT = b, eine Suroe legen, welche bie €i* 
genfcbafe bat# ba§ für {eben ipunft berfelben, bie 
Sangente t biefe 6 fünftes toen KP unb LQ ©tücfe ab# 
fc&neibef, beren iprobuct ein Max. ober Min. fff. 

Sluflü fang. 

€« fei c bie SJbfcifiVn* 2inle, K ber 2infang$punft 
ber 3 lbfciffen; jebe Slbfciff« = y; bie juge&ürlge ret&t# 
ttinfticbt« Drbinate = z = r/> y, fo iß für jeben 
«p U nf t ber €urt>e, bie Sangenfe beS 2 Bfnfel$ ß, 
welken bie (Eurbentangente mit c biibet = dz = v 'y, 
unb ba&er ba$ auf KP abgefcbnlttene ©<ücf = z — 
y dz j ba4 auf LQ aber = z + (c — y) d3t # nlfo bad 
iprobuct beiber, ober 

u = z* 4- z (c — 2 y) dz — y (c — y) (d z)* 
folglich# y ol$ bie Uröadable betrachtet# 

du = [(c— * a y) z — n y (c — y) d z] . d* z. 
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, öafcer, fflrg Max. ober Min. entwebet 
- i) d a n =s o; ober 

a) (c-ay) z-2y (c— '£) dz = o. 

+ l) folgt dz ss y'y $s= Conat., b. £ bleibt 
'für fi?ben ^Punff ber Curot unoecdnberlicb, bi« €ur*e 
1(1 atfo ein« gerab« Stnie, bereu Sage iu §, 4 g f$on 
bejliuf'mt *ljl» ^ 

fcHug 2 ) folgt: ' , 

d* e — ay 

t 



ober 



■> atfo 



ßcy — ay a 

2 dfry—y 2 ) . 

cy—y s 

ln (z a ) = In (cy — y a ) -f- C. . 
gör y = x mu§ z = b werben, unb fcieraug 6 e# 
fiimtnt f:d> 

C = ln (b a ) — ln (ca — a 2 ); folglid) Ifl 
ln (z a ) =3 ln (cy — j*) ln (b a ) — ln (ca - a 2 ) 
ober: 

b* (cy — yS) 



- Z* 



Cf 



i ober öuc& 



(y&s)' 



♦ (cy — y*) 



fo bafj alfo bie »erlangte (£ur»e eine €flipfe l(f, welcOe 

f) C 

« jur großen Slcfyfe unb rp====: jur {leinen 2 ld)fe &at. 

v 04 ■ ä* 

Slug bem 5 ßertl> ffir du, erbdlt man für bag ge* 
funbene z; d a u = o; bie Beurteilung ob ein Max. 
ober Min. gefunben 1 ( 1 , muß alfo au$ d* u unb d 4 u 
erfolgen; man erhalt aber ffic ben gefunbenen SOBect 
t>on z nidjt nur, wie ffirg Max. ober Min* erforberlicb 
ifl, d 3 u = o, fonbern aut d*u = o, fo tag man 
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noc& »eitfr geben mflgfe, wenn nicht föon für beä 
ipunft T bet et&altenen€urbe aul 5.43 befannt »ßre, 
bag baS ^rebuft u ein Max. ig, wenn nemiid) Die in 
§; 4? gefanbene time, bie Tangente bet hier gtfunbe* 
neu €'ur»e tff* .£ r% 

abet, »enn y itft SHffgemelnen ben SBinfel 
bezeichnet, ben bie Jangente bet €uroe mit ber 2if>f<tf# ' 



fentinie bllbet, s 

, b® . c — 2y t 

Tg r.= = rrr^* “1 «<f» f ät 

4 . 

y = i unb x = b ; 




b (o — 2 a) 
£ a (c — a) 



% 



. \ 



twlcber SBertb wie bew föt Tg x in $* 43 ß&erein* t 
Oimmtt ' 



$• 4 ^» 

3 u f a 

bie €urtie burcfc T gefunben »erben, für 
»eld>e jebe Jangente, ; ton K P unb L Q (Stucfe ab* 
fdjnei&et, beren (Summe ber Quabrate ein Max. ober 
Min. I|t, to erbdlt man, bei berfelben Sßejeidjnung bie 
©leicbung .. . 

- ** = . f-*«y + aj*]. 

’ ^Bezeichnet man nun a* -f- (c — a)* mit p 2 ; fo ijl 
bie fielnjle Drbinate =“-—•> unb »leb bann 

y burch — + w 1 } •— — - bur<& h unb 

. • f •> ■ . P > 



bc 



2 bureb jy^ + ▼ auägebtücff, 



.1 






80 • * 

t \ 

fo enfffe&f 

. • "‘»is >* + *•!> ** V, 

«lf4 tl t gefunbine Curoe «|„ 4>pp c r»«( », t(rm 
e#,)t,l m t, it K *„ mti tomxto tue entfinung 
fyTf 6 «?w©Bt^Wiiitf6punfte uiit KP/'LQ a&rr fit 
fc«r -&ü&e ~ über KL Hegen* 

§♦ 47 * • 

Slufgabe. 

3n ber Slc^fe A B einer «Parabel iß tet Q ) Un [ t B 
m- i8) geaeben; man foß j»lfd)en A utib b beit 
«punft G bet SSeMngung gemäß beflimmen, baß bet ' 
Umfang bc$ glefc^fc^enftfc^ten SDrefecf* BFE ein Max - 
ober Min. »erbe» 



21 u fl 6 fang. 

et fit AB = a; tie ritt)ttolntli$te Orblnati B C 
= BD = b; alfo 6er Parameter ? = £, t> a 6er, 

DG = x; Dit r<cf)l®in(Iict(t ßrttoate GF = G£ 
= y ’«Mt toirt, y * = L\ (a _ x)/ mi fom btc 
Umf«D .* e 

u ■= ; [|/b* _-Bi + k •• 

— r, ^ '..'» A ^ C ?y j.frft. J ~.K 

V'A * Lb V a ~ x + yüb? + •**-$#*& nl /„• 

unb ei fommf alfo barauf an, bfe SBerffre bon * M 
fmben, für »el<$e -i * l 1 



€3 
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<St ergiebt p<$ foflldc^: 

, [a«x — b»]V“« — x — b. Wk» -f ax» — b»x 
a ) 9> x — a.V* « — x. V ■ b 2 + a*»’— b* * ~ * ' 

unb/ ant tp x = o folgt: 

3) (2 a x — b*) W-x =5 b . VYbM-xx* — b* x, 

\ Slut 3) entfprfngt: 

[aax — b*] 3 . (a — x)=b 4 (a— Ober 

4) 4 ax . (a — x) fax — b*] = ab*x* 

* welcher ©letefcung für x = o ©enüge gefdjfeljf/ wek > 
<M Kefultat aber fein Dceiecf liefert. Die ©leicbung 

4) giebt aber auc$>, na<$bera mit ax btolbirt iß, foU 
genbe geordnete ©leitVung: 

4 |iX(|,i 

5) *• - — * + b* aa O unb aut i$r folgt: 

*\ w — 4»*+3ba±V(4«» + 3b^-(8.b)* 

* 8 « * 

€t fann Viernadj alfo nur bann ein Max. ober 
Min. Verborgenen/ wenn 

7) 4« # + 3 b * > 8 ab ijf/ b. $. 

»enn 4(a— b)* = b 3 ; ober 
»enn, fomofel a(a — b) b 

alt 2 (b — a) 5= b i(f/ woraut ji<V ergiebt 

8) a fr $ b unb 



9) a < 4 b, fo bag alfo für biejenigen 2Bert&e bon a, 
welche iviföen \ b unb | b faden/ webet ein Max. 
>o<$ ein Min. datt finben fann. 

$un ifl für bie 5Bert&e bon x welche ber ©leU 
<Vnng 3) ©enüge leiden 



. . >, r t*x— b* 

10) f X= IjuVT^-x - 

a . V ab*+a** — b J x 




8 



Digitized by Google 




82 



f 



ober, well ble gaeforen be$ SihtnerS frier pofifto ju 
benfen (!nb, unb ei nur barauf anforamt ju beurffreU 
len, ob cp"x pofltio ober negativ wirb; wenn auä 3) 

, b »« x — b* 

v r 7 TT-+il?^b.x ' 

gef#rieben wirb ; ber £)ioibenb bed 2Ju$brucf$ in ro) 



= 23 VT- x 



2* — 5 X 




a * V. 

— V*^=, cbcr 
- V a—x 

, fo ba§ alfo ber poftttoe ober negative' 



©ertfr, t>on N = 2a — 3X enff#etben Wirb. ©u6# 
fütulrt man aui 6) ben ©erffr für *, fo frat man: 

11) N = ^» 2 -qb B +5 .V ( 4 «»+3bV-(8ab)^ 

... , « • / 8 ^ x * ' • ■ . *• A 

g,lr x = 4 « 2 + 3 b» + V (4 a* + 3 b«)* - (* a b)» __ c 

8 * ■ \s- 

fommt ei alfo auf ben pofitioen ober negativen ©erffr 

»on M = 4 a* — 9 b* — 3 V~( 4 a a + ab 4 ) 2 — C8 » bj* 

unb für 

4 «a + 3M-lT(4.'a + 3ba;«-(8«b)* __ j 

8 a ‘ '«* 

auf ben, bon ’ •« . ' - * ’ v * ^ 

M' = 4 a 3 — 9 b s 4 ” 3 V (4a 2 -f äb*) 2 — (ßab) 2 an» 
3(1 nun na# 8) a > 4 b, alfo au# 4 a 3 > g b*, 
fo iftfür x = o$*to feilt Max. wenn * ■ - ß f 
4a 4 — 9b 3 < 3 V'(4« 2 4- 3 'b I ) 2 ^-(8ab)* -ibefw-,*'** 
(4a* ~ 9 b 3 ) 3 < 9 (4 a 3 4- 3 b 3 ) 3 ’*— 9, (8»b)* ' otflT' 51 
3 b < 2 a j ober a < { b f ein Min. aber, 
wenn a < f b ifi, roel#e$ gegen t»i* fBorauöfefcung * 
t> i b (freitet ; b. fr. 

12) g u r x==c f ft u tfnÄIax., wen ir*a Jb t |l. 
. 3 P a&cr na# 9) a < |b; alfo 4a 1 folgii# 



Digitized by Google 





,85 

um fo mefjt 9 b* > 4 a\ fo Ifl 4 a* — 9 b* negatio, 
alfo um fo me&r M negotii), alfo ig 

13) a ein Max. fürx = ctt>enna<fb fff. 
gur x = c' fcat mon ferner, wenn a> |b alfo 

aud) 4 a 1 > 9b 2 lg, M' poff(it), b. f>. 

14) gür x = c lg u ein Min., wenn a > |b. 
Snblld) für x = c unb a < *.b, otfo 4a 2 — 9 b 2 

= einer negatioen ©rüge fommt ei barauf on, ob 

3 V r (4 a 2 + 3 b a ) 2 — (8ab>* ober 9 b 2 — 4 a 2 gsüger fff. 

(Sä iff ober für a<|b, f<$on 9b 2 — 4a 2 >3V r (V 2 t5 b T-(o»b) 2 
alfo um fo roe&r, toenn a < 2 b iff. golglf d) iff '! 

15) u ein Max., für x = c' wenn a <|b fff. 
SDfan &at alfo: 

itenö für x = c ein Max. für ben Umfang u, mag a 
> i b ober a < \ b fein. 

atenö für x = c' ein Min. für u, wenn a > \ b; ein 

Max; aber, wenn a < 4 b iff. 

fflun mag aber aud), ber Dlafur ber Aufgabe ge* 

müg, x < a fein, man mag ben SEertlj c ober ben c 

für x fdjreiben; inbem fonff fein »erlangtet Sreiecf 

entgegen würbe, unb ei fragt ffd) alfo noch ob bie für 

c unb c' gefunbenen2Bert&e biefer SSebingung, unb ju# 

gleich benen in 8) unb 9) entfpred)en fünnen. 

9 lu$ c <-a oÄfr* i ; 

4t» +5b» + V (4 .» +-3 b* 2 —64 a* b * i 
a — - 

Ü i> •••' fi» . s 

folgt aber: 

4a* — 3 b* > V ( 4 a z ' 4 * 5 b*) 4 — 64«* b 2 Si' 

welche SSebingung- nur bann immer erfüllt ig, wenn 

4 a 2 > ijbH -alfo wenn *£► ♦ fclfl» • . - t 

S 2 



3$ 

\ 2>lefe$ebingung begegt nnn, wenn Mt In 8) nein# 
lief) a >$b; gatt finbet, ob« mit ber in 9) fann fl« - 
nid}t jugleid) begehen, unb ei ift olfo • M 

I. u nur bann einMax., wenn a>| b nnb 

X =S C I fl. 

ferner folgt auö c"<a; ober 

a > 4 » 2 + 3b 2 ~ 3h«,» — 64 »*b* 

d* 

tag 

4 a* — 3 b 2 > — Vl4 »* + 5 Ü *;* - 04 »* b* fein tnug, 
welche SSetingung ebenfalls immer erfüllt fein »leb, 
wenn 4a* >3b 2 lgj ober auch in benen gdtten ein* 
treten finute, wenn 4a* 3b 4 ig, nur mögfe bonn 

netgwenbfg V (4**+ 3b*) 2 — 643*0* > 3 b 1 — 4a 2 fein 
fännen, worauf ble Unmäglichfeit i6a*b‘<o ent# 
fpringt. 

<£i ig folglich nur bann c<a, wenn 4a 2 >3b 2 , 
ig, fo bog alfo 

II. u nur bann ein Min. ig, wenn a > |b, 
unb x = c ig, 

ft i8> 

• •“ , 

. filufgabe. ■ 

3fn einer ßllipfe bat größte ober flelnge ber $a# 

““ 

raflelogramrae anjugeben, welche bie begimmten ©in# 

(ei a unb n — a gaben, unter a ben fpißen SGBlnfel > 

perganben, * ■ ‘'**- 

Sluf.läfung, 

•Die groge Slcgfe ber gegebenen €Hipfe, AB fei 
= aj bie ((eine = cj e bejeiegne bie (gycentridfdt 

— * 2 i FCDE ($lg, 19) fei baä twlangte igaral# 

■ : ■ . 1 




_~ 4 _ 
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lelogramn», Z. CFE = «; M ber ffiflftelpwft bet SU 
Hpf«; für bie fünfte F, D, (offen bi« Sibfciflcn M H/ 
M L burc& x, bie inseitigen veebttomfUcbten £>rbina* 
t«n FH, DL tpizd) y; für bie fünfte C, E, ober, bie 
Oibfciffen MG,MK bnr^ u, bie jugf porigen red>f# 
tofnfli<$fen ßrbinafen CG, ER bur# t au$gebrueft 
(Derben, unter x, y, u, z, bie abfoluten SBertbe »erftan* 
ben. 3W&t man FN normal ouf JE K, fo ift 



EN 



*ry, 



CG + FH * + y 

=s= — - ; alfo 



ober na$ ©ttb|tlrn*. 



Tg NFE = ^ = , 

® FN x + u 

CG + F 

Tg CFN ss _ _ 

Tg « = Tg (NFE + CFN) 

TgNFE + TgCFN 
8=1 i— Tg NFE . Tg CFN* 

tion bet ®«rt$e* : « 

x 18 + UV 

0 Tg B =3 2 • 

« ffi aber y* =* ~ Qj — **) > ; 

nnb fubjlituitt man blefe SBett&e im Kenner, nnb fe§e 

H»|lel^4 e * Wf — 9*f f p ÖUÄ f ) Wfnn 

bür$ b «nigebrflef t wirb ; bie %ebtngung&€>lei4ung : 
a> b — (xz -{- uy) s^j o* 

tRun ifl aber ' ^ . : 

Sin CMG : 



f. 



CG 

CM 



cm’ 

♦ U itt 



’lMt cv 

Cqs CMG = CÜÄ = CM 5 

J» ^ 



1 / 4 %. 



Google 



SÜ^v' 1 

V* ■ ••*':•' ■ THi ,'J 3 j*L'S I.i :.;l : .j)-,:; 

ds £(ftlUfla -g^«* 'tafelnd .1 1/; 

rG ; ÄmÖS 4= a JI ’ W» 



Siii CMP == Sin (CMG 4- FMH) = 

*5^.-! n^V4.*t ; Ü 'M. ..tvfairi M «>7 } h)*T ' 

:r,I te* 3iWl 

CDEF ober -> « • ‘ *• £•'« > V‘-< .* ‘" r !r.i: v n? , j?55ii 

P = i . Gtol DFv Slh CMP f Wl n «: «ydg j »4 

*= a ♦ C M ♦ mf . sin CMFj ober ben SBmg fÄr 
Sin CMF gefegt: 

3) P = a . (xB'tf uy> ober <meg, auä 2) 

4) P =3 2 b (x 3 — u 3 )*, - . . . . 

_ /t 4 i 1) -t- ü - i «“?; x 1 üs u v'i' 

man In 2) bl« ffikrt&f für 7 unb z, fo «it# 

Mü?"® *«* !>••-■ i.V Tr 

5) bfct* — n*J--VTr^7?- — VT?®SiHjrflt'> 

2 * J O f S X 8 * . > 

unb »irb nun *T^"«rrni~: • v *=■ » ft 

6) *=**.*. ■ 



A * 3 



ßefegt, fo ««galt man „ . 

dp r ' iy c • ) ~ • *t 3C _ 

*«»“ C? b .* !• & 

=-^[~ 



dP 
du 

— — ” r» < w v v 

: JJ: (£Uminitf man auö belben ©Biegungen n., fo. ent* 
ffefo nacg 5Dlöi(!on mit * -f- u 

7) 4 u x = VTrr^r« t ', 

Unterau« •• W «« 

8 ) 4 u 2 = a* — 4’V*-*- 7 f r-- T ’ i ■ 

SBirb ber blefer ©leiefcung entfpretfcenbe SBertfr 
bou u in 5) gefegt, fo er&ült man-' * ' *r } 
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V 



9 > : « +fr : <?* ~ ] 

»orauö 



10) X 1 = — ff* «8*«**- 



$Iti« io) 8» .©«($ jty ^ 

ft *" ^ 

II) X = 7— V'ae a +*cCqtg(t 

4® • 1 

unb[ tarnt, fu 6 ( 8 ) * 

iö w = ,.\ 

$D«i>34aU M ^araC?l«?9rag»wft a8«^ 

ouä 4 ) nemll# 

\fl »• • * ': r : ? .*; , •■■«*«« 

13 ) * = r *» 

2 Ju$ 12 ) folftt öurf? nod) 

j»e* 5 * ac <$ötg «; *b«t^ ta* 

14) Tg «5=7— 

unb ffle jeben ©«*& Wh V, 6 « 14 ) entfprltf t, Ifl b ec 
«Lflalt be* grSgCea ober Hehipett ^aeatttlogcamra« 

'**Htb* * 4 ■ *4 *Xi * |* • ■•* ' 1 1 '> ’ » • ,'■! A 

• •* ■ 1.1 u : Cr ,>* •■■■ '* •» 

gut rtjwetlfd)«» Untecfu^wng ,ta tf* Ata* >Ata* f 
Min. gefttttben ffts ta* «han^tiÄ . *t. ; »-• ‘ 

p = 2 b <x l — u») fleta 4 ) utrb au 8 

R^bC** — Ü*) — ^7 V" a 9 — 4 U* — — V'a* ~^x*===Q . 

ffcta-sj) nad) $. i4*t <• =■• 






d* dR dR 

“ =? — .77 : 37 = *^1 .«*«*&© ^V..- 



Citri, r> &S. 

' *>V i> 



du ’ . ' ‘du d x 

fltl 



;.w« 



4 ;b , 1 y . 

^Ul/'^^V^54i^.e(*»i4u*)V *^*4i*t4cxu./' ^4^' : 
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ferwt: 

du + dx*iu' + 



d u 



' [* a — 4( ** + «*]} [xV 7T^4~ + tl V7T=4l5] 

J } ul ' . i - . . . . A-ie 



4 *bxV~ **- 4 ?.^' **-4u a -c(»*-4u*)V _ * 2 -4x*f4cxuV* »*. 4 ^» 

untf bitrau#, für bl« ©lelcbung 8) gflWg : 

El ■■■■■■•,; 

+nV «* — 4 x*] ^u + x, 

t= ~ 32bc Uib*v'.^.4^.cy‘. *-4 x*.V"**. 4 u*^ 4 cxu] V~P^u» 

»»rau#, tpenn Nr ©trfb für ~ gtfe$t, unb bfe @U|» 
«^ungro 7, 8 unb 10 benugt »erben, beroorgebf ; 

|d u“ j 33 * b -f- 0 , 

fo bag alfo tin Max. gefunben fff. 



M* 

* 3»ue. 

Wgl man bi« Sebingang bei feflgefe&icn ©infel# 
»tg, (bebt alfo flber&aupf, ba# gr&gf« ^araHelogramm 
P in einer gegebenen €Bipfe, fo $af man blo«, Ni Nr* 
felben ©e|«i<bnung, au# 3) 

P =3 % (n -f «7), ober, für j nnb * bi« ©««$« 

wWt 

* . P — ~ V » a — 4u* -J“ u , 

„ . dP dP 

~ 0 ttnb äi 35 0 w* 

mal biefelbe ©lelcbung, nemllcb . ' \ 

' »4x0, »nb blerau# 

4 ♦ (*• + »•) «=* «•, fo bag alfo bie «in« Nr ©rigta 
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X, n ttiaffl&rllcb gewäblf/ Mi anbere aber, tiefet JJa&l 
gemäß/ aug ter ©leic&ung • ; . ; ü 

4 (x* -f-u*) =s a* |u beßimmen tfl* 

8*r tiefe @lei$ung {jat man nun ferne? 

d“P __ *• 

dl» ~ W r • • V . - ; 

d*P ** 

_ nnt 

a x* n* 



i 



a«p 

d x . du * 
d*P d*P 



- .4- »St foigli* 



S UX 

d*p 



«■> 

f 

L ' ^ 

. ' 'r 



d* P d*P , r d*p n» ^ 

d 7 * • ST» ” LdTTd^J ^ °' a ^° no< * nl & «<«««»/ 

fe tag bemnact ein Max. gefönten i(!.. 

Den 3fn&alt tiefeg grlgecn gjaraüeiogrammg/ er* 
&ält man, für alle ter ©lei<$öng 

4 (** + u*) c= a* 

entO>re<$enten SBett&e ten x not n, 

- * \ 

C * i 

es — • [ax* + a u*]s ober 

’ ‘ ’ P _ü • - 

p - 7 * 

9 » 5 °« 

Aufgabe. 

©I tejeletne a ten HBlnfel (wie immer/ in Sängen* 
maag für ten £albme ffer = i berf anten) eineg ß>bä# 
rffc&en ©reierfg, nnt |R>ar fei a < «} ferner fei m 
ter 2fit^aU tiefeg ©reieefg. fföan fofl tle beiten an* 
tern BBinfei ß, y ter $ebiogung gemäß teflhnmen, tag • 
tei tem gegebenen 3 n&alt *t bet Umfang u ein Max. 
ober Min. inerte. 
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«IV'. i “ 

«? *5. 



9P‘ *, • . ' . 

•oty* v*3Ä6 nÄsrffcJ-fu#^^ " , r 

33<rff«^t man unter x> y$<»'fcft tun ©tafeln a, ß, 
y gegenübediegentu« ©elfen , fo $at ra«« i>ie S&ebta* 
gung* » @$#ung«t, tun »S>al6mejfer bet #agel = x 
gefe&t, *. ' . ^ • ■ 'j* r ‘ , ' 

1) „ 4. ß 4. y — n = a (§♦ 541 meiner @fom7) 

2 ) u = x + y + 2 = Max. obet^ , 

a + * — a bur<$ d öuägebrücft 

3 ) ß + y = & — 

4 ) du = dx + dy + da == 

>r ' S5etrdd|ir<t tnctk nun ß aföltfc&ttftrfaRf, f» folgt 

tltf 3 ) .9.1 f ? J ; 8 ;S .Ci.:i • -■> 

M»W 

Sinn 1(1 aber befannflid):/ 1 ; ->* ;r„ •,. j _■ »et 

6 ) Cob x = C08 yTs^ — & 5?° meinet ® eom *> 

Cosa C«s y + Cos ß 

7) Cos y Sin a Siny *' • i. tiR-’.- 5 I • 

I 1* 

Cos«CoS/5 + Co*y - •/ 

«> C ° al = Sin ä Sin ß i 

unb hieraus erglebt (!<&/ wenn 
9) Cos « + Cos d burc& tt «uggebrätft »leb; 

bSiu (/?—*) . ... 

xo) dx = X Sin jS* Si!Ty*orn"x ** # 

«»I5.V.J y .* 4 !?!?»! »}% . «!“i 5 «;« « l bi» 

“• 8}fafeSihy a Siny V'sltß 1 * .1* ■. £ 

fijil < n >■ * i » ..-> *♦?, r?na 

X ?ftÄ “ ^Sta»Si#^Sin*VyTJu v - * , - ; *n$ 

fr Statt Ifl ab«' -f '’? u *« .,***? ■»>•; . ‘ n: «3 

lg) Sin a Sin e »äs Sin y Sin x <. *.«*. ivJ 

14) Sin a Sin y = Sin ß Sin x; folglich au£ il) v 1 
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'}RU , 



16) da "f" 

nab 51« Quittung 4 ) .öerwaubett fi<t, itt 



V » 



twlct« ©ittilge gcf<ti«$f, für 



ui uiS 



Sin y — Sin ß =3 Sin (ß — y) Obtt 

- - -n D -za/r. ina 



2 Cos ü? . Sin r ~^ 

*i£s — 



— aSin^t^ . Cos,- — ober 

uil - uz > * co V — ■-» ; 



Sin ^ — £ (cos 4 " Cos ?— = 0; ober «U# 

a \ TSfaay« . v < • 4- i 

Sin - — - Cos — * Cos — =- 0$ x x 

2 2 *>3c a v f — ; J ) 3 

s. > / 



Sin 

»oraud # 

d’tsii «■i-» , 1» - — } 

18) £ = y * - = — + T 

f " ,^1 u> 






folgt. v 1 

•3* i 83r *f«fr«Birt$e non ß unb y ifl nun aM { fäx 



Cos x = 



0 ni£ •&* < i ^Sin — ’^k •-: i~r tf * ft 



ober 

V C< 



v t’jj? 



V<t 



< -i 



* f ; ■ / rt? t-i Gnu 

! ■< v'i: ;5 > '{ ; ,</ j;jh*yK£ 

1 — Cos(» — p)+fiGo»a 
CS — -- ■ < v n *!> 

•••- ’ «.■■' „<•> *+-Co*C*— «) , , 

unb «9 mag Wer not&wenblg ‘ * , ' * J u 1 

1 4- ®°* (* — «) ^ 1 — Cos Ca 1 "») 4 " 2 CoÄ«; o&jpjr 
Cot» (3 — cO ~ Cos aj alfo u : ; j 4^ ' 

feto, ((, *> » i*cO Jsa'ji 

P^SOvi -}*• »J j“> > ,4- »tu. ’ 2 — . «n 
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gmte« 10, + ««<7) 



unb 8) , ... \ .y-~ . 

(1 + Coro) Cos ß 

Cos y — Co* z *-*, , sinttSin ^-’ i.JÜ ■». 



u, &■■■.-;> 



‘ Ca« 4. . Co* ■2-Jda.^T-t*‘:. 

sb — : — ober «u<$ s= — i 

6in — Sin — * * ' ' *"•■- Sin i y ^o'$3ti£-< 

* * ».> « 

unb ed mng ba&et ; '•* ^ 

* • - * • 

Cos — Cos — “ Sin — Sin — ober 

a , . * . ' * « > , 

//» . - n * 

V - ** * »V .1 ^ , 

i ■+* Cos ^ jj ober 

8 C c ° 8 “T“)* < ,J 0&<c ‘ ^ 

^ t * - * ■' -j .'i 

^Coe^) ■?*? *b«r s 

(COS ^ ^COS ftittf ;i y, 

tveUQfd» btr ® «bfnjjung 19) gwaäg, Imme* brr$aH 10. 

• * » ✓ , 

gfi t /S = y folgt firner an« 17) 

• L . ts?.J! slüJV r,.< 

*•» = „• 
unb ba Sin x not&wewbig pofTfit) lg, fo &dugf alfo blt 
«Beurteilung bed pofiftotn ober negativen SBert&d bou 
d*u blöd böWö ob, ob \,V, t V; 

Rsb d [Sin y — Sin ß — §in Q*-^ fflr/=7$ 

»ofWb ober negatib »Itb« ' ! * h - , l, \ 

- - > '/ •• - • * ■ «5 ** * ' ’ ■ ; ‘ v - j -' m ; # 0.1 - j * 

« ift aber W^t-vS *0 - 

R es (Cos o -f- C° 8 0) [— Cosy— Cos^^n^JpsC#— ?)] 
=31 — 2 [Cos a Cos <fj [i -j" Cb* fl 
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fo tag ölfo nur ber« Stiegen, ^enP=t-«-(iCcaa4.Co«(J) 
}u bcurt&eilen M«ibt. Sinn ffl Aber fogleid) 

P = 2 Sin - Sin — — ■ 

2 l ' 2 

unb ba, nad> 19) 2« > aj a ober < n ifl, fo ijl al* 
fo P immer pofitio, unb cd liefert baget’— - , 



Immer ein fiUinßeä, v , 

s . f 

• $♦ 5*t < : - 

v * * 

Slufgabe. — n > x . 

Set 3 n&alt eine« fpf> 5 rifd>en Srelecf« fott == a 
»erben. Sie «Binfel unb Beiten beffelben ber SRebin* 
gung gemdg ju befltmme», bag ber Umfang u ela Max. 
ober Min. »erbe* 1 - - - 

Sluflöfong. 

©e|elc&nen a, ß, y bie SEBinfel, x, y, 2 bic i&nen 
gegenflberlleaenben Beiten, fo mug, fflt /eben SBertg 
ben auch a gaben mag (jeboeb unter n) naeg ber ^ufi. 
ber (»origen Aufgabe ß — y unb folglich ancg y es z 
»erben , unb bie ©eblngung« * ©lelcgungen gab habet : 

1) a + 2 ß — ri = a ; 

2) u = x-f-2y=s Max. ober Min. 

■ / • — 

2lu« ber evgen folgt 

. a — a . x , 

3) /?=» — + 7 «*p» 

4) Sin ß es Cos ttttb 

* _ ■ * ' . .. 

Coi ß = — Sin - — -♦ . ' i 

2 
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i i < 

«Rtm f# «btr, ttöd&’fefff»«. ariff.? *t?> s>’t t i - j 

€oiß* + Co»m . . ! r; ...’ 

Cos * e= — ~r ~- — uq5 > 



. Sin fl 2 

Cos y cs " ~ -- ° - “ )C ° 8 ß ob« Oft# 

■ , .... ••{ \ .. % , . : Sinn . Sin £ v , ; ' • ‘ 

Ult- 6 « ffiettfo; . i-;-.:. ••' , :: 

C Sin’ — Y+Co.* 

5) Cos x es “ ^ 



^CÖI ~y ■ - -n : *. - 



Cos - . Sin — - 

6) Cos y =3 — — — 

. I. Sin ~,.Co«l-4 

u a 

tUit 5 ) folBt jttät; 

■ * * » i J j ►* , .« ^ w - 



> > 



**.**' . - . / >t 



: lt i(» ■-- 

f •■ ( 1 -w m ■ "■•»•, ä 

• K 

a Su — . Cos — * i < 

a £ 



« 5 t;KS -u i ;10 



7) dx =s 

' . Sin x . (cos 

,: vA i \ 2 J \ .■ ;r;= ' 

«U< 6 ) e&ta fo; ^ V . ’ . . ^ .i o'* 

.?•• i? ‘ - (<> ;i gin ; Cos-——- tfVJ 

■ä 7 =*± -Z.: » .ober . «■ 

afsin^- Y.Xc«» Sin y , . ; ? -t 

i .... i ■= V, r •(■• n, ‘ i 

Sin ß Sin x C ° f V* * Sin * . % #Jt t V* 

ffo 3in y g«fc$ri*&<8 • 



Sin b 



8 ) cly == - 



a Sin — Cos 

0 2 , .1 
V }« - -i- - 

» _ B - s« — * , 

Sw — Cos — Cos 
e s 



„. . /•„ v-. v ■ — ■ • ■■ <*• 

Sin — [ Cos ) . Sjnx 

2 \ * J 

üiCt 



40 
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*• . \ ' • 

unb bfcfe ©ttf&f at# i) iriib 8>Mw #) gefegt, giebt: 

* 

3a — • > > 



9 ) du = 



& a e a 

b Sin — . Co* — l Sin — Cos ■ — Cos ■ 

3 3 * 2 2 



Sinx ^Cos — - — ^ Sin— -|jCo«“ — -^'iSiri* 

2lu$ du =s jO folgt bann 



2 Sin — Co* — * 

2 



2 a — * 



— Lj- «fi * — — L_1 = o 

«,x(c«i=iY L,, ».£ J •' 5,1 ■' 

* unb bec Aufgabe gefcgl e(jt hlenacg nur ©enflge, für • 



Sin ~ 



Cos LLL±. ober 



Sin f = Sin (f - 



to«td)t ©leicbung erfaßt wirk, fot»of>l für 



t M 



jp) “ 71 2a — a 

.. a a , a 



cl$ auch, für 



rii u */» 



v ** | * m 2 ft ■ E 

'2*2 "^2 “ 

SD« ©Uicbung 10 ) liefert 
. > ; *+* 1 

- | 



I M . I 

71» 



, 3 



, < 






bJen) cber, « s=;>~- •>; 

unb für blefen legten SBertg n>trb au$ s> 3 



1 fc. J +3$»»»:— -.?•! 

Cos x = 



1 — jS ln — 

•: ^ »> 2? 2 



gelfafefa*.*i iff,,|{ge» jm£<gter ,bju£ 

tfeflt, folglich feinen 2Bert(j für x liefert» 



i.i 
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©<t Unfans u tttrb alfo nur ein M«x. ob« Mini- 
mum für 



a — 



t -v je 



utit> für biefen SBertfc i(l 

• [„.^VCo. 

13) Co» x =3 

ober auch 

14) Cos ~ = ± 



»4-» 
3 



[ 2a — Jt"1* 

c “'— J 



Cot 



• -M 



2a — n 
4 C °* tf“ 



5 unb 



15) Cos y = — Cotg -i— . Tg 



a a — * 



€S folgt nun ferner ou«-9) f®* a 



• +* 



d*u 



* Sin— Co» ~ r- «, * a * a l 

- “ a . fr *— °V L a a J 

Sin— .Si»x . ^Co»— J 

a « a + * 
t Sin — . Co* ■ 



2 


0 


= - — 

Sin ■ • • Sin x • 

6 





-J 



welker SlnSbtud pojitlo Ifl, fo bag alfo 
a sst nnb aud) ß = 

<■ 5 ^ ^ • 

för ben Uwfans ein «teingeS liefere* 

$. 52. 

gnfgabe. 

€S gnb |toei parallel * £reif</ BC, D"E einer Ätu 

ael cSlfl. 16) n»b b« $ol Y eine« 3ten «reife« PN 

gtg« 
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fließen, ©tefen 3 fen 5?relö ber Seßingung geit»4g ju 
ßegimmen/ bagbfe@eßneTW weicße bie©urcßfcßnife«> 
punfee T, W beffelßen mle ben «ParaUelfreifen tetßin* 
btt, eia Max. ober Min, werbe, 

i 

Sluflßfung» 

©er £alßnteffer ber ^ußel fei = i; F ber $Nfe* 
felpunff; Sogen AD = AE = a ; Sogen AB = AC 
*= ß; Sogen AV = 8 unb Sogen VP = VN = z ; 
fo ig DM = ME =j Sin a; MF = Cos <x; BL = 
LC = Sin ßi LF = Cos ß ; RN = RP = Sin zj 
RF = Cos z, folglUß LM = Cos ß — Cos «j unb 
ba ; wie gcß gleicß ergieße/ ber aBinfel/ welken bie 
£rei<*€ßene NP mit ben sparaüeifreifen ßilbee = d 
lf»/ fp folge: ; 

. . Cos ß — Coia 

*> K, = — ET“' 

FO = ^r~,i OL =: — Cos ß 

Co* 3 Cos# 

o M = — Cos a ; baßer . . - 

I 

\ T V r « Co* z — Cm ß Cot 3 

2 > LK = OL . Co.g/ = i 

3) MJ = OM . Cotg/= i 

Sin <t 

Sejeicßnee nun n P bie bfn?£reM*€6encn DE unb 
NP; ag aber bie beä Ärdd*€ßenen BC ^nb NJj^gee, 
melnf<ßafili<$e ©eßne, fo ßae uian JT = p; KW = q * 
unb p l = M T* — M J 4 ; q* = LW*- JL K*; 
ober, bie 5Beptße ftßgieuire 

4) pHc=,„S» !SCF-r> .• .41 tl M 



4) p*' ss3 Sin a 






Sin 8 
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5 ) q* = Sin ß* - ( : 



’Cos * — Co» ß Cos d\ * 



Sin d 



-J 



sffiirb nun Me ©ebne TW burcfc <p z ütt«gebriicft, 
fo t(t Die SBebingung 

tpz sa Max. ober Min., ober aud) 
s (ip z)* sfc Max. ober Min.; b. 

O (¥*)* = C°’sZT'" y '+ (P-4)*- M«- »*« 

Min* . 

a) SDa nun abej: $> unb q Functionen non * ftnb, 
^ c°5 19-— c°s g \ 3 aber unab&dngig non z ift, fibrigeu« 

V oin 0 y 

btibe ©umnianben, al« Öuabrate pofitto (inb, fo wirb 
(yz)* offenbar ein abfolute« Min., für 
Cp— q) a e= o; b. &. föf 

p = q ober, wenn man biefe ©lelcbung quabrirr, 
unb bie 2Bert&e au« 4) unb 5) fubflituirt, für 

( Cos*— CosaCosdN 1 /Cosz-Co$ßCos #\ 3 

— J =Swfi‘.( siZ~J i 

worau« man teic^t 

Cos * = S r"f c !' - ß - ob» ' 



8) Cos z = 



2 Cos d 

„ a + ß r « + £ 

Co» Cos 

2 2 



Cos d 



er& 5 (f* 



I. €« wirb alfo r/iz ein Min. für 



„ * + ß' * — ß 

Co» Cos 



Cos z = - 



Cos d 



unb bie 



©räge be« Min. ergicbt ffcb ba(b, nemlicb: 



(p z — 



♦ „ C' QC« a ~ß 

„ 2 Sin . Sin 

Cos ß — Cosa • 3 2 



Sin d 



Sind 
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€b en fo ftbe btt Drbinateti: 

. ■ / 



/C«.i?.Co.^Y 

\ Co* II / 



P “■ fl “ <^ n £ y CosaCos^+SinJ 2 - 

ferner: LK M1= Co^-C 1 .;Co» i 

b) $iuö 6) fann aber auch (io Max« ober relatU 
Dt« Min. beroorgeben, für 

d Cp — q) 2 = o j ober für 

9) (p— q) (dp — dq) = O 

worauf weil ber gall p = q fcbon in a, abgebanbelt 
ifi, bie S5eblngung$gleicbung 

► V 

-io) dp = dq folgt* 

€$ tfl aber 

, (Cosz — !CosaCo*#)Sin* 

J P = si^Cj i ' . 

dq = (Co,— Co.jieo.OSin, 

H • Sin<J2.q ’ M,,v 

> man bfefe SBertbe na$ io) elnanber gleich/ fo erglebf 
ftcb halb : 

n) [Cosz-Cosa€os(y] 2 Sin/J 2 sn[Cosz-Co8^Co8(5 l ] , Sin« 2 , 

ttflc&er Quittung ©einige gef<$lebt, für 



12) 



Co* z — Co» a Cosef Co* z — Coi ßGoid 



ober 



Sin a - Sin ß 

MJ : LK = Sin a : Sin ß\ Worauf 

a-ß 



Cot 



13) Cos z = 



Cos 



* + ß 



♦ Cos <? folgt. 



Um |u beurteilen ob biefer gefunbene SBertb ein 
Max. ober Min. liefert, muH ber pojltioe ober negatlbe 
SBert^ »on 

. \ © 2 . ' 
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m = d [Cp — q) (dp — dq )3 für 6fefcÄ z 
beurteilt roetben. Sftan l>at aber, »eil tiefe« z, au« 
i P s dq &er»orging: 

14) m = cp— p) [d 2 p — d a q] «nb hierin ijt 

p[Cosz 2 -Sinz 2 -CosaCos(ICosz] - [Cosz-CoaaCos<)]Sinz .dp 

d P— p z ixind 2 

p*Sxnd 2 [Coiz 2 -Sinz 2 -CosoCoadCoaz].[Co8z-Cose(CoS(J] i Sinz 2 

= ' p* Sind 4 ‘ ' 

d a q = 

q*8ind 2 [Cos* 2 -Sinz 2 -Co*jSCos(JCosz] - [Cosz-Cos/SCoid] 2 Sinz 2 
, , q* . Sin ä* 

ölfo fflt ba« gefunbene Cos z in 13) nac& Slebucflort 

15) p 2 Sin d* = Sin a a Cos d* ♦ [Tgd* — ^Tg 

16) q* Sin d» = Sin/S* Cos d» [Tgd* - (t S ^) 3 ] 



17 ) p-q*=2Cos^\Sin^Cotgd.j/Tgd 2 - ( T S~) m 

18) p Sin ß = q Sin ct unb is) 13) 15) 18) I« 2 ln# 
toenbung gebraut: 

d-p-d'^^^^^Cp'Smi'ftCosz-CosoCosfl 1 ] 

- (Si°— Sin 0 . Sin ,, . otl „ 

p* Sin ß Sind 4 

SindfSino — Sin£)Sinz 2 

19) d*p-d*q = J a+An » 

SinoSin ( 9Cosd s .| \ Tgä* — f ' Tg — — J 

folglich nad> 17) unb 14) 

[ « + /? a — ß m . 1 * 

20j m == ;* 



[ « + /? a — ß " 1 * 

2 Co* . Sin — * — Sin a J 

Sin« Sin ß Cos d 2 jjTgd» — 
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tt>e(4>cc 5Bert& immer pofltlo ff!, fo lange p unb q 
reel finb, b. &. wenn 

Tg 8* > (Tg —ty ijf» 

II* <£g toirb ba&er yz ein relatfoeg Min. fäc 

a — 3 

* Cos 

Co« i — . Cos <f unt Me ®tjge Me» 

Co.i±f 

a 

feg Min. I fl 

ober nad? ge&$rigec Ülebuction 

* ^ u 3 

y z = z « Sin — — 

»eichet 2Bert& non <? unabHnfi ‘9 ifi/ al fo 
ffir jebeg 8 berfelbe bleibt» 

Sie Drbinaten ergeben au 9 15) unb 16) 

p = ^ 1 

b* p : q =3 Sin a : Sin/S= MJ :LKj aug ja) 

ferner aug a) 

BK =5 Sin ß 4 Tg ~~~ ♦ Cotg 8 \ unb aug 3) 

M I = Sin a ♦ Tg ♦ Cotg 8 ♦ 

c) Sag Min. I. fann nur bann fic& ergeben ober 
jlatt ftnben, wenn in abfoluter ©räjje LK < LB unb 
MJ <1 MD tjl; b. &♦ loenn 

Oo»a— CnigCo.id <Sip<5 ^ Co^-Co^C os^ <Sinß (fc 



Sin 4 <5 



Smai 
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worauf bie 35ebfngung * 

9 < &er»orge&f. 

SDa$ Min. in II. fann nuv befte&en, wenn 

. a 4- 3 

Ö>-~W- 

I - 

Seibe Äiefnfie Wnnen alfo nie jugleicfc flatf £nben, 
fonbern immer nur eineil* 

S&eifpiel i) 

fei a = 6o° } ß s= 36° } d ss 49° 5 fo t(l 
9 > -j- ober 48 0 i unb el fann nur ba« Min. U. 
fiatt ftnben: 

man finbet * = 16 0 37' 20" 

unb bie fleinfle ©e&ne = 0,4154* 

f 3 r z = i4°4' 1(1 bie ©e&ne = 0,416g«*** 

unb für z == 25 0 50' 1(1 jie = 0,4187...» 

33 etfpiel 2) 

fei « = 6o d j ß = 36°; ^ = 40°} fo t|t 
9 < ober 48°/ unb ei finbef nur bai Min, 
ffaff« 

' Sflan er&<Sl£ z = 31° 18' 22' 
unb bie juge&Srige fieinfle ©e&ne = 0,4807.*«^ 

1 für z. = 25° 50' ifl bie ©e&ne = 0,4862« **^ 
für z = 36° 52' ifl fie =5 0,48 iß«... 

v 53 . . 

1 * 

Siufgabe* 

©ie Aufgabe fei »ie bie »orige/ nur fd VP. == 
VN = y gegeben, unb AV = % foU t*c SSebingung 
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« 

9«w 5§ bejiimmf »»erben, bgg bje juge&Srige ©e&neTW 
ein Max. ober Min. »erbe. 

Sluflflfung, 

/ 

SRlt Beibehaltung ber Bebeutung.b«* Übrigen 3«k 
eben, b«t man 

1) JT* = p a « Sina* — 

2) KW* = q* = Sin ß 2 — 

COS/9 — Co»a 

g) J K 5= - sinx 

4 ) [©ebne TW]* = IK* + ( P -q)’ 

_ (Co^-Cosa) 2 + p3 + q8 _ Qpq 
Sin x* 

fOnafl— Cosa) a — (Cosy— Cos aCosx)»— (Cosy— Cos^Cosx)» 

— Sin x 2 

-+ Sina 1 +-Sin/S* — 2p q. 

(Cosa+Cos,9)CosyCosx— (Co^Co^+Cosy 2 ) ^ . ' # 

== 2 + 2 ,— ~ ShT^ ' 

alfo biejenige gunction t>on x »eiche ein Max. ober 
Min. werben foD, ober 

(Cos«+Cos/9)CosyCosx— (CosaCos/5+Cosy 2 ) ^ ^ 

5 ) F X = — — sin X 2 - "“* * * 

Sgejelchnet man nun 
Cos y — Cos « Cos x burcb 4' 

Co» y — Cos ß Cos x burch B 

Cos a — Cos y Cos x burd) C 

' Cos ß — Cos y Cos x burc& P, fo &at *» an 

6) dA == Cos o Sin xj 
d B = Cos ß Sin x 

d (J =« cl D = 3 . Cos y Sin x 



! I 

Sinx* J 
rCos y — Cos (9 Co« x“l* 

L §in x J 
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1 



io4 



dp = — 



A C 

p Sin x 3 
BD 



d q = — 

q Sin x* 

unb ferner: 

7) F x = — - ^ os KC oia +Cotff) aCosyfCosa+Cos^Cosx* 

Sin x i Sin x 3 

+ a [Cosa Cos ;? + Cosy 2 ] Cosx 

SüT^ * — pdq— qdpj Obtp 

«\ p» — pq [A D - p B C] -f- p 2 B D -p q 2 A C 

pqSinx* > PbCt 

9 ) I^x = (P B ~ qA)(pP- qC) 

. i pqSinic 3 * 

Sebfngung F'x = o, wirb bfernaclj etfdttt: 

I- für P B = qA. 

H- för pD = qC. 

* 2lu« I. folgt, wenn man au« L unb M ble Stör* 
malen LH, MG auf FV fdßt 
10 ) JT •: KW = RG: RH 

unb, wenn man ble SBertfje fOt P , q, A, B fubflff, unb 
Cos x enKtotcfelf 

o + jS 

31) r n ,.- ( sin<| - si ^)^y _ 

Sin (a—ß) 



Cos 



Cos 



C». a —l 
2 



für f x = o, wenn p B — q A = o fff, entfielt 
au« 9 ) 

12) l" x l— (pD — qC) (pdB-f Bdp— qdA — Adq) 

pqSinx 3 * 

€6 1(1 aber pdB -j- B d p. qdA — Adq = 

p Cos ß Sin x — 9 Cos « Sin x — AB - — -4- - A ? P 

p Sin x 3 ' q Sinx 3 i 

==CpCo Si 5-qCos«)Sinx + i^g=3.i ) ; alft 
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* 3 ) y * = Cp D q C) (p Cos ß — q Co* a) Sin x 
, AB(pD - q C)* t 
• p*q 2 Sm* 6 * , 

' r * + ß „ 

€« ffl für Cos X = — a 



Cos 



a-ß 



/ (Cm ?Y_Cosy* 

14) p 5= Sin u « j T 

, X Sin ° Sln Z 5 + (cot *Sin y* 

ober bUfe aByrjelarflge, bürg r augßMdt, 
p = r Sin o; batlij # 

15) q = r Sin ß 

Si«-±£ 

A 3r Sin a Cos y * — 

• /■» 



B =s Sin ß Cos y 



Cos 



Sin 



« — ß 
z 

« + ß 



Cos 



g ß 



Co,l±£ 

C ~ Cos ee — — r Cos y* 



Cos 



a-ß 



r «+0 
Cos — — 



n = Co« ß — 
folglich 



Co. sr* 



Cos y a 



A B = Sin a Sin ß Cos y* » ( — *\ 

Immet jwfUük 



? + ß 



Digitized by Google 




p Coi ß — q Cos a = r Sin (<* — ß), auch immer po* 
unb 



a.-\-ß 



[ Co* — — 

Si n(a~ß) — (Sina — Sinß)- -^Cosy 3 I 

t t Cos— — ! 

=„.T 6 Ö [(Co^O - ( Co,^ Cos,)*] 

=2rTg^-^. ^Sina Simß -J- ^Cos Sin J 
auch immer pofttio. 

*’ ,t . • 

I 

£>emnach F"x, fflr Cos x = 



« + /? 



Cos 



« — ß 



Cos y HO 



wenbig popfl»,' unb alfo bie ©e&ne T W ffit tiefen 
553ert& »on Cos x ein Min. »eldjeä na<b 14) aber Mt 
bann patt pnben fann, wenn, in abfoluter ©roße ge* 
nemmen, 

Sin y > Sin - — ^ 



a ß \ * ^ 

b, &♦ wenn y > -j- IP» 

Slu« II. folgt auch, wenn man bie Normale RQ 
auf AF fällt/ 

16 ) JT : KW = — MQ : LQ, fo baß ülfö biefe 
«Proportion nur bann Patt pnben fann, wenn Q nicht 
iwlft&en L unb M fällt. gerner ergiebt pcb au$ II, 
p* D* ss q 3 .C 3 $ ober 



A*D 2 B 2 C 2 

Sin«* • D1 -«^“Sin/JS C 3 -^- ober 

* - 1;’ (ADfBC)(AD-BC) 

17) (DSina+CSin^CDSina— CSin/?)= v — 1 



Sinx* 




<£$ 1(1 über ' 

D Sin» 4" C Sih/S =r Sin — (Sina4-Sin$Cos;'Cosx 
cs 2 Sin — — , £co 8 — Cos — Cos y Cos x^j ; 

D Sina — CSin^= 2 Sin^p, ^Cos — — Cos -^Cosy 

ADfBC= 2 Co 8 -^-Cos — ‘Co9j/-2[Cos«Cos^-f’Cos^ a ]Cosx 

4- a Cos 1+JL Cos - — — Cos y Cos x 1 

AD — BC==aSin^t^«Sin- — — Cos y « Sin x 2 unb 

2 3 

trenn man biefe SBm&e in 16) fttbjlituirf, fo entfielt 
fofllelcf? 



18) Cos x = 



3 2 



Cosa -f-Cos/9 



Cos y 2 Cos y 

gär biefen SBert^ bon Cos x credit man 

„ . „ SCosp.Cos aN* 

Cosa Cos /SSmy 2 +[ ) 

V 2 J 

I 9 ) p» ts q* = rrT . : 5 onb 



^Cos - 



+ ß' 



Cos 



a — ß 



)*- 



Cosy 3 



j/f (pB — q A) (pdD-f-Dd p — qdC — Cd q) 

p q Sin x 2 

= [cp— iJC-zSin.+eoi?^;] 

ober, toell p = q iff j ' 



-PI' 

€« iff aber für unfer x, * 

C = Cos a — Cos — 



Cos 



a — ß 



= Cos cc 



Cos a + Cos ß 
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